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Introducción
El objeto de esta memoria es determinar la estructura de las formas gauge
invariantes en el fibrado de conexiones de un fibrado principal arbitrario.
En este sentido puede considerarse que el resultado básico alcanzado es el
Teorema 4.3.1.
Sea ir P —> M un librado principal cuyo grupo de estructura es un
grupo de Lie arbitrario O y p: 0(P) —* M su librado de conexiones. Cada
automorfismo b : P —~ P induce una transformación diferenciable %
0(P) —~ 0(P). En particular, ello se aplica a las transformaciones gauge, que
son los automorfismos verticales de P. Si t es el grupo uniparamétrico de un
campo 0-invariante X E X(P), entonces (t)c es el grupo uniparamétrico
de un campo Xc en 0(P). Una forma diferencial ~ definida en 0(P) se dice
que es gauge invariante si verifica (~c)*~ = ~ para toda transformación gauge
e GauR. Si Uy M son conexos (hipótesis que supondremos en lo sucesivo),
entonces la condición de invariancia equivale a la siguiente: Lx~~ = 0, para
todo campo O-invariante y ir-vertical X definido sobre el librado principal
considerado.
Análogamente, tina forma ~ definida en el fibrado de conexiones se dice
(Iue es invariante frente al grupo de todos los automorfismos de P si verifica
— c~ para todo ~ e AutP. lo cual equivale a decir Lx¿ = 0. para
todo campo G-invariante (ahora no necesariamente ir-verticafl X E X(P).
La estructura de las formas autP-invariantes se obtiene como consecuencia
de las gauge invariantes y su expresión matemática es parecida, pero desde
el punto de vista del Cálculo de Variaciones su naturaleza es muy distinta:
las formas gauge invariantes producen problemas variacionales no triviales
(véanse §5.2.3 §5.4.4) sobre .Ji(0(P)) mientras que las funcionales induci-
das por las formas autP-invariantes (cuando )1/f es compacta y orientable)
son constantes y, por tanto, los problemas variacionales que producen son
triviales. De hecho, se prueba que las formas autP-invariantes vienen induci-
3
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das por polinomios de \‘Veil y, en este sentido, se corresponden con las clases
características del librado. e
De modo más preciso, se tiene una identificación natural (J’P)/G
0(P) que produce un 0-librado principal q: PP —÷ 0(P). En este librado a
existe una conexión canónica tc que es la definida por la estructura de contacto
del librado de jets ([Garl]).Aplicando la teoría del homomorfismo de Weil
(KN) a dicha conexión se tiene que para cada polinomio de Weil f del álgebra e
de Lie g del grupo 0, la forma diferencial f(St), siendo St la forma de
curvatura de n, proyecta a 0(P). Tales formas reciben el nombre de fornías
características del librado y, en el caso U = U(n). son las formas de Chern
universales: esto es, si Up : NI —> 0(P) es la sección inducida por una
conexión F de P. entonces a~f(Q~) es la forma de Chern construida con la —
conexión E y el polinomio f. Como 0(P) es un librado afín sobre Sil. se
tiene un isomorfismo canónico en cohomología H(C(P); II.) = H(Nl: Ri). de
e
modo que las formas características f(§2~), que están definidas en el librado
de conexiones, inducen de modo natural las clases características del librado
sin necesidad de usar ninguna conexión particular. Pues bien, se demuestra e
que tales formas son autP-invariantes y, lo que es más importante. que todas
las formas autP-invariantes son formas características (véase Teorema 4.4.1). —
Las clases características han sido usadas en teorías gauge desde sus ini-
cios. Realmente, para U = SU(2) los instantones tienen asociada su carga
topológica que es un número de Chern, el extremo absoluto del funcional de
Yang—Milis también es el número de Chern, la acción de Chern—Simons está
dada por una clase secundaria de las conexiones planas, para el grupo unita- e
rio U = U(r¿), la teoría del índice de operadores elípticos se sirve a menudo de
las propiedades de las clases características (véase [Gil]), etc., y más recien-
temente tales clases han jugado un papel muy importante en las aplicaciones
de las teorías gauge a la topología de las variedades de dimensión 4 (véase por
ejemplo [Don]). El Teorema 4.4.1 de esta memoria muestra que. de hecho. a
existe una equivalencia entre la noción de forma diferencial característica de
un librado principal y la noción de forma diferencial definida en su librado de
a
conexiones. invariante frente al grupo de todos sus automorfismos. siempre
y cuando se trabaje en el espacio adecuado, que no es la variedad base ni
el librado principal sino su librado de conexiones. Así pues. una vez mas en
teorías gauge, una noción “física” se corresponde de modo natural con una
noción “matemática’.
a
Realmente, los inicios de la relación entre curvatura, formas característi-
cas y teorías gauge deben buscarse en el famoso artículo de Utiyama 1 ti]
a
e
a
a
a
apublicado hace más de cuarenta años, en el que el autor caracterizaba las
lagrangianas gauge invariantes como aquéllas que factorizaban a través del
morfismo curvatura. Fue precisamente la formulación geométrica de este
resultado (véanse [Ble], [Gar2]) la que motivó, en un principio, el plan de in-
vestigación que se ha seguido (y que fue usado en [HM1], [11M2}para el caso
particular del grupo U(1)). En efecto, entendida la geometría que subyace
al teorema de Utiyama parecía razonable formularse, con toda su generali-
dad, cuál era la estructura del álgebra de formas gauge. En otras palabras,
se trata de clasificar las formas invariantes de grado arbitrario sin ningu-
na condición de horizotalidad (recuérdes que una densidad lagrangiana es
una n-forma horizontal), pero definidas en el jet de orden cero del librado
de conexiones; es decir, independientes de cualquier estructura dinámica xr
dependientes únicamente de la geometría del librado.
Pasemos ahora a resumir los contenidos de la memoria.
En el Capítulo 1 se establecen las principales propiedades del grupo de
automorfismos de un librado principal y del subgrupo gauge del mismo que
serán necesarias en lo sucesivo y se introducen los principales librados asocia-
dos que aparecen en la teoría: los librados adjuntos. En definitiva se resume
la geometría de los librados principales que se utiliza en teorías gauge.
En el Capítulo 2 se construye con cierto detalle el fibrado de conexiones.
que es el ob5eto básico de la memoria, ya que en él están definidas las diversas
clases de formas diferenciales estudiadas. Conviene observar que el librado de
conexiones no sólo es importante en teorías gauge sino que aparece también de
modo natural en otros contextos; por ejemplo, véanse [CD3, [CRS3, [Keyj. El
capitulo desarrolla la geometría diferencial del propio librado de conexiones.
lo cual es novedoso ya que, de ordinario, o bien se trabaja con una conexion
fija o bien con el espacio funcional de todas las conexiones (véase, por ejemplo,
[MV]), pero no con el librado de conexiones como “espacío universal” de la
teoría. En este sentido. conviene destacar que 0(P) posee una estructura
símpléctica generalizada, definida en [Gar2] que nosotros caracterizamos de
forma intrínseca en el Teorema 2.8.3.
En el Capítulo 3 se estudia la invariancia gauqe y la invaríancia frente
al gTupo de todos los automorfismos de P en el librado de 1jets. Desde el
punto de vista técnico este capítulo es el fundamental del trabajo. La idea
es “levantar” el problema de invariancia —4eflnido inicialmente en 0(P)—
a PP mediante la identilicacióon (J1P)/G ~ 0(P), estudiar allí y resolver
el problema así planteado y, luego, proyectar el resultado de nuevo al librado
ee
6
e.
de conexiones. La invariancia en PP. si bien no es físicamente relevante, sí
lo es desde el punto de vista de la Geometría, pues, como la investigación e
ha revelado, existe una íntima relación entre invariancia gauge en PP y su
estructura de contacto. Véanse los Teoremas 3.3.3, 3.4.2, que establecen los e
principales resultados del capítulo.
En el Capítulo 4 se alcanzan los objetivos fundamentales de esta memoria:
se determina la estructura de las formas gauge invariantes (Teorema 4.3.1)
y la estructura de las formas autP-invariantes (4~ 4.4.1) y se ilusíra
el contenido de tales teoremas en los ejemplos clásicos de las teorías gauge:
esto es, para los grupos U(1), /91(2) y (1(2).
El Capítulo 5 resuelve el l)roblema de equivalencia para las lagrangíanas
gauge invariantes definidas en J’(0(P)). Este capítulo es nuestra aportación a
al Cálculo de Variaciones en teorías gauge. Básicamente, en él se demues-
tran tres resultados: (1) Se caracterizan las densidades lagrangianas autP- —
invariantes por medio de los polinomios de Weil, que es el análogo al Teorema
de Utiyama para la invaríancía respecto del álgebra de todos los automorfis-
mos infinitesimales (véase Teorema 5.3.7), (Ii) se caraterizan las lagrangianas
gauge invariantes y variacionalmente triviales (entre las que se encuentran
las definidas por las formas autP-invariantes del Capitulo 4) mediante la —
geometría del librado (véase Teorema 5.4.1) y (iii) se demuestra que tales
densidades son las generadas por formas diferenciales cerradas de la base y
epolinomios de Weil. Para un enunciado preciso véase el Teorema 5.4.3.
En esta memoria, salvo mención explícita de lo contrario, la palabra di-
ferenciable significará 0~ y se seguirá el convenio de sumación de indices
repetidos de Einstein.
e
Clasificación
a
Primaria: 53C05
Secundaria: 53C’07. 58E30, 58D19, 58A20, 22E65, 17B65. 17B66.
a
e
e
e
a
e
a
Capítulo 1
Automorfismos de un fibrado
principal
1.1 La estructura de fibrado principal
Definición 1.1.1 Un fibrado principal es el par formado por una submersión
suprayectiva de variedades diferenciables ir : P —> M y una acción por la
derecha de un grupo de Lie O sobre P que verifica las siguientes propiedades:
(1) La acción de G es libre; i.e.. la relación ng = u, u E P,g E U. implica
g = e.
(ji) Las libras de ir coinciden con las órbitas de O; esto es,
V’u e iC1 (x) Vr e Kl.
Un morfismo de fibrados principales ir : P —* M, ir’ : P’ e M’ de grupos
O, O’ es una aplicación diferenciable ~ : P e P’ y un homomorlismo de
grupos de Lic ‘y: U e U’ tales que:
t(ug)=~(u).-yjg), VuEP,VgEG.
Proposición 1.1.2 1)ado un morJismo de librados principales 4 : P —>
existe una única aplicación diferenciable ~ : Kl e ful’ que hace conmutativo
el siguiente diagrama:
‘1’
ir~ ti?
Al —~-~ lvi’
.7
eu
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DEMOSTRACIÓN. Como ir es epiyectiva, si y existe, es única. Para probar la
existencia de y. bastará probar que si u. y E P son dos puntos de la libra de
x E Al, se tiene: ir’ (‘1’ (u)) = ir’ (‘1> (y)). En efecto, como u y t’ pertenecen a
la misma fibra, en virtud de la condición (u) de la definición anterior, existe
gE U tal que y = u q. de donde —
ir’ (4 (y)) ir’ (~ (u. g)) = ir’ (4 (u) ‘y(g)) = ir’ (t (u)). a
La continuidad ‘y diferenciabilídad de y se deducen (le la propiedad caracterís-
tica de las submersiones epiyectivas, según la cual una aplicación y : AL e Al’ —
es continua (resp. diferenciable) si y sólo si la composición y o ir lo es.
c.q.d. e.
Definición 1.1.3 Consideremos los siguientes casos particulares:
e
• Si O = O’ y ‘y Id0, entonces se dice que ~ es un morfismo de O-
fibrados principales. A partir de ahora en esta memoria, salvo mención
explícita de lo contrario, todos morfismos que se consideren serán de
U-librados l)rincipales.
e
• En el caso P = P’. si un morlismo de U-librados principales es un
difeomorfismo. diremos que se trata de un automorfismo del librado
e
ir: P -* Al. El cnnjunto de automorlismos de un fibrado principal ir
P e Al tiene la estructura de grupo bajo la composición de funciones
y se le denota por AutP. —
• Los ~ e AutP que proyectan sobre la identidad en Al (es decir, y =
It1), se llaman automorfismos verticales o transformaciones gan ge. El —
conjunto de transformaciones gauge es un subgrupo de AutP que se
denota por GauP. e
Observación 1.1.1 Asignando a cada ~ E AutP el difeomorfismo y E
DifAl que induce en la variedad base (véase Proposición 1.1.2), se tiene tina
sucesion exacta de grupos
e
1 e GauP e AutP e Dif Al.
a
Ello prueba que el grupo gauge es un subgrupo normal del grupo de todos
los automorfismos.
e
e
e
e
e,
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1.1.1 Fibrado imagen inversa
Proposición 1.1L4 Sea y : Al —* Al’ una aplicación diferenciable. Dado un
fibrado principal ir’ : E>’ —‘ Al’ de grupo U’, el subconjunto
y*P~={(xu~)EKfxP~ y(x)=ir’(u’)}
es una subvariedad de NI x P’, y la Provección sobre el primer factor pr1
e Al, junto con la operación deU’ sobre <E>’ definida pon (x,u’).g’
(x. u’ .g’), dotan a <P’ de estructura de O’ -fi brado principal sobre Al, que
recibe el nombre de librado imagen inversa. Además la proyección sobre el
segundo factor pr2 : y*E>~ —+ E>’ es un morfismo de U’-flbrados principales tal
que la aplicación inducida en las bases es y.
DEMOSTRACIÓN. Usaremos el conocido resultado (véase e.g., [GG, II.4.4j)
según el cual dada una aplicación diferenciable f : X —* Y entre variedades y
una subvariedad W de Y, si se verilica que f es transversal a W (es decir, si
Vi EX, Tf(1)Y = df~(T~X) +TÍ(~)W), tenemos que f-1(W) es subvariedadde X.
Tomemos en nuestro caso X = Al x P’, Y = M’ x M’, f = y x ir’ y
W = á’ = {(x’, x’)~ Y E Al’].. Comprobemos que se cumple la condición de
transversalidad. En efecto,
d(y x w’)(XU~) (T(~.~) (Al x E>’)) = dso~ (T~Kf) e di¡-Q, (ftP’)
dy~ (ftAl) e T~M’
donde hemos utilizado que ir’ es submersión en la última igualdad. Así,
d (y x w’)(X.U) (T(~,w) (Nf x E’)) + T<~~,~’>=’=
(dy~ (T~M) e TXIM’) + ~
que es igual al espacio total T(~’.~’) (Al’ ~ NI’) . Efectivamente, si
ex’, Y’) E T~’M’ C ft
1M’ = T(~’,r/) (Al’ x Al’)
podernos escribir
(X’. Y’) = (o, Y’ — Al’) + (X’, x’)
e.
u
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y queda comprobada la igualdad.
Una vez tenemos la transversalidad, podemos afirmar que e,
(y >< w< (zS’) y*E>~ e
es una subvariedad de Al y
Demostremos ahora que pr1 : <E>’ Al es un U’-flbrado principal con —
la acción indicada en el enunciado.
Primero, pr1 es suprayectiva. En efecto, si x E Al, tonio un u’ E E>’ tal —,
que w’(u’) = y (x) . tenemos entonces que pr1 (x, u’) x.
La proyección es una submersión. Sean (re, i4) E y*E>’ cualquiera y 4 =
y (re). Como ir’ es submersión existe sección local alrededor de 4, es decir,
existen un entorno U’ de 4 y una aplicación diferenciable s : U’ E>’ tal que
ir os’ Idu y 5(10) = í4. Sean ahora U y
1(U’) y s : U —* <E> c Al xP’ e,
delinida por 5(1) = (x, s’ (y (x))). Se verilica fácilmente que s es una
de pr
1 en torno al punto lo con s (lo) = (ro, u~,). Por la caracterización de las
e,
submersiones por la existencia de secciones locales en todo punto, tenemos
finalmente lo que queríamos.
Para concluir, sólo nos resta comprobar que la accion de U’ verilica las
condiciones (1) y (u) de la definición de librado principal.
La acción es libre pues si (x, u’) . g’ = (x, u’) tendremos que (x. u’ g’) = e,
(x. u’) y por tanto que u’ . g’ = u’. Pero esto últimos sólo es posible si g’ = e’
pues la acción en E>’ sí es libre.
Las órbitas coinciden con las libras. En efecto e
prí
1 (x) = «ru’) ir’ (u’) = y (x)} = {(x, u’ g’) g’ E 0’]. = (x, u’) U’ a
Vn’ E ir1 (x’) Xx e Nl.
e,
Que la aplicación inducida en las bases por pr
2 es la propia y. es final-
mente trivial.
e,
c.q.d.
e,
Ejemplo 1.1.5 Consideremos i : ti’ Al’ la inclusión de un abierto ti’ en
Al’, variedad base del G’-fibrado principal ir’ : E>’ —+ Al’. En este caso. a la
construcción de la proposición anterior i*P~ se la denomina restricción de E>’
al abierto U’.
e,
e,
e
e,
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1.1.2 Trivialidad local
Definición 1.1.6 Se llama fibrado trivial de base Al y grupo U al fibrado
principal formado por la proyección pr1 Al >< U —+ Al, y a la acción (x,g)
(x,g . g’), Vr E Ni. Vg,g’ E U.
Un librado principal ir : E> —* Al se dice que es trivializable, si existe
un isomorfismo de U-librados principales sobre Al con el librado trivial. Es
decir, existe un difeomorlismo t : E> -* Al x U tal que
pr1o~=w y ~(ug)=~(u).g, VuEP.VgeU.
Teorema 1.1.7 Si un fibrado principal ir : E> —> lUí admite una sección
global (esto es. existe .s : Nf E> diferenciable tal que iros = Id.~), entonces
se verijica que es trivializabie.
DEMOSTRACIÓN. Nuestro fin es encontrar un isomorlismo con el librado tri-
vial. Considero la aplicación ‘~ : NI x O —~ E> definida por
‘I’(x, g) s(x) .
que verifica trivialmente que ‘P((x,g) .g’) = 4’(x,g) y’. La diferenciabilidad
de ‘1’ se deduce de la diferenciabilidad (le la sección s y de la acción de U en
E>. A su vez, al ser dicha acción libre y tener como órbitas las fibras de ir, se
puede ver fácilmente que es biyectiva. Para concluir que ‘1’ es un isomorfismo
de 0-librados principales sobre Al sólo ríos resta ver que es un difeomorlismo.
Como la aplicación ir es una submersión, dado cualquier u E P, x = ir (u),
se verifica que dimT~E> = dimT~Al + dimir
1 (x). Pero, ir1 (x) U por la
naturaleza libre de la acción, por tanto podemos concluir que
dimP= dimM+dimC.
Así, para ver que ‘1’ es difeomorfisnio, como está definida entre variedades
diferenciables de igual dimensión, es suficiente comprobar que es una sub-
mensión en cada punto (xo. gg) E A] x U . Se comprueba fácilmente que
dado cualquier a E O. se verifica que ‘1’ = R,,—
1 o o R~ donde, haciendo
un abuso de notación, hemos llamado Ñ al difeomorfismo multiplicar por a
a la derecha tanto en Al » U como en E>. En particular si considero a = go
y tomo diferenciales tengo dW(y0,g0) = d(R>0)~(X0) O d’IJ(ro,e) o d(Rgyl)(xo,go) y
así d4’(~0,90) será suprayectiva si y sólo si le es di’(xo,e). Ahora bien, con la
identificación canónica T(~6>Al x U = TXM e TeU se tiene
d’I’(~ce)(Xi, 2<2) d(~IA)~0(X1) + d(4r0)e(X0,
1*
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donde ~iiXo(g)= ‘F(xo,g) y ~Pe(x)= ‘I’(x, e) = s(x) son las funciones parciales.
Pero por ser ir submersión, se tiene la siguiente sucesion exacta e.
O T5(~0)(s(xo) 0) —* T8(~0)P Éi; YLOM —~ O
u
la cual se escinde vía ds~0. Es decir, todo vector X E T8(~0)E> se puede escribir
como la suma
u
X = ds~0(Xi) + d(’V0)~(X2) para ciertos 2<1 E T~0M. 2<2 E T~O
donde se utiliza que t(10)(s(xo) . U) dQI’~~)~(T~U). Con esto se concluye a
la demostracion.
c . q. d.
e.
Corolario 1.1.8 Todo fibrado principal ir : P ~ Al es localmente trivial.
es decir. para cada :r & Al existe un entorno abierto U tal que irM (U) es
tnivializab le.
DEMOSTRACIÓN: Como la proyección ir es submersión suprayectiva. para
cada x e Al existe un entorno U dominio de una sección diferenciable s
U ~ ir
1(U) G E> que hace que la restricción de E> a U sea, en virtud del
último teorema. trivializable. e
c.q. d.
Observación 1.1.2 Usualmente se incluye la trivialidad local en la defini-
ción de librado principal (ver por ejemplo [Ble, Definition 1.1.11, [KN. 1.51.
(Kos, Chapter 2, Definition 1]). Como vemos, exigir que ir sea submersión
que la acción sea libre, es suficiente para construir un librado principal. Una
demostración sobre la trivialidad local de los librados principales distinta a la
del Teorema 1.1.7 y el Corolario 1.1.8 se puede encontrar en [Elia. Appendix e,
E].
e,
1.1.3 Representación local de automorfismos
Sea ~ : NI x O — A/ x U un automorfismo del librado principal írix ial
ir: Nf x (1 Al y sea y: Al —* NI su proyección a la base, es decir, el
difeomorfismo de Al asociado a ~ definido en la Proposición 1.1.2. Tomemos —
ahora un punto (x. g) E Al x U cualquiera y calculemos su imagen
t~ g) = t(x. 1). g) = t(x, 1). g = (y(x), ,6(x)) = (y(x), #x) g)
y 1.1)
e,
e
e,
e,
e
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en donde hemos definido la aplicación diferenciable ~ : Al —* U corno
~ (x) =pr2 (~ (xl)). Cada automorlismo ~ determina entonces un par de
aplicaciones diferenciables y y ~ que verifican la expresión (1.1). El recípro-
co es también cierto, es decir, si tenemos un difeornorfismo y : A’! — Al y
una aplicación diferenciable ~ Al —÷ U cualesquiera, podemos construir un
autmorlismo ~ : Al x U --~ Al x U con ~(xg) = (y(x),~x) . g).Tenemos
entonces el siguiente resultado:
Proposición 1.1.9 El conjunto de automorfismos de 0-fibrados principales
del fibrado trivial Nf xU está en biyección con el conjunto DifMx 0~’< (NI, U).
Igualmente. el subgrupo de las transformaciones gauge, es decir, los auto mor-
fismos para los cuales y Id.vr, está en biyección con 0~ (Al, U).
El caso en el que tengamos un librado principal ir : E> —* Al no trivial.
en virtud de la trivialidad local (cf. Corolario 1.1.8), para cualquier u E E>,
existe un entorno U c Al de ir(u) tal que ir’(U) U x U, y así, podemos
representar localmente el gripo de transformaciones gauge como C~ (U, U),
es decir, Gaufl _ 0~ (U. U).
1.2 Campos U-invariantes
Definición 1.2.1 Dado un difeomorfismo de variedades y : Al —+ Al’, para
cada campo vectorial 2< E X(NI) se designa por y~ 2< el campo vectorial de
Vi’ definido por
(y . 2<), = y~ (X~-~(X’)) V’x’ E Al’.
De este modo se tiene un isomorfismo de álgebras de Lie X(M) ~
2< ~ y ~X. Esto es,
• y(AX-h-pzY)=A(y.X)±g(y.Y),VÁ.pER, VX,YEX(AI).
• y[XYJ [y2<.y Y), ÚX,YEX(=Vf).
Si ~P Al’ —. NI” es otro difeomorfismo, se tiene (4>o y) .2< (4>. (y .2<)).
En particular, Dif Al actúa sobre X(M).
e.
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a
Definición 1.2.2 Dado un librado principal ir: E> —÷ Al de grupo estructu-
ral U, se dice que un campo vectorial X e X(E>) es C-invariant& si —
R0XnrX, VgEU.
e,
Al conjunto de vectores U-invariantes se le denota por autP.
e,
Si t es el flujo de un campo 2<, entonces X es U-invariante si y solamente
si
e,
o Rg = Rg o t,Vt e PVg e U,
es decir, si ~ E AutE>, Vt E R. Esta es la razón por la que los campos U- =
invariantes son llamados también autoraorfismos infinitesimales del librado
principal; de hecho, se les puede ver como el “álgebra de Le” del grupo AutE> —
([GS, §35. p.
278], [MV]), lo que da sentido a que sean denotados por autP.
Una propiedad esencial de los campos 0-invariantes (basada en la iden-
tidad ir o Rg = ir, Vg E U) es que son ir-proyectables ([Kos. §2.9. Proposition e,
5]), es decir, tiene sentido hablar de su proyección ir~X E X(M) para todo
2< e autE>. De todos los automorfismo infinitesimales, se destaca un subcon- —
junto en la siguiente
Definición 1.2.3 Diremos que un campo vectorial X E X (E>) es un campo
gauge, o una transformación gauge infinitesimal, si es un campo O-invariante
que al mismo tiempo es ir-vertical (esto es, ir~X = 0). Al conjunto de campos e,
gauge se le denota por gauP.
Si los carpos U-invariantes son los generadores infinitesimales de los auto- S
morfismos, en particular los campos gauge son los generadores infinitesimales
de los automorlismos verticales, es decir, de las transformaciones gauge. —
Proposición 1.2.4 Se tiene:
a
• autE> es una subálqebra de Lie de it (E>).
• gauP es un ideal de autE>. e,
DEMOSTRACIÓN. Si 2<, Y e autE>, entonces e,
Rg~YflLRgX,RgY]<X,YJ.
e,
e,
a
151i3. CAMPOS FUNDAMENTALES
Por tanto autP es una subálgebra. Sean ahora X E autP, Y E gauP y
.1 E C~ (Al) arbitrarios. Se tiene
(w~jX, Y])f = IX YJ(f oir) = X(Y(f oir)) — Y(X(f oir)).
Por una parte, Y(f o ir) = O al ser f o ir una función constante a lo largo
de las fibras de ir e Y un campo vertical. Sean ahora u E r’(x), x E Al, y
g E U, entonces
X(f o <(u) X(f oir o R2)(u) = (R9)~(X(f o ir)(u)) = X(f o ir)(u . g).
La función X(f oir) es por tanto también constante a lo largo de ir. Entonces
Y(X(f oir)) = 0, por lo cine ir, [2<,Y) = 0.
c.q.d.
1.3 Campos fundamentales
Definición 1.3.1 Al subfibrado VP {X E TPIir.X = 0} de vectores
tangentes a la fibra de E> es llamado fibrado vertical de E>. Para cada u E
iC
t (x), x E Al, se tiene una sucesión exacta de espacios vectoriales
Definición 1.3.2 Dado un elemento B E g, se define el campo fundamental
B’ E X(P) como el campo que tiene el siguiente flujo:
~ju) ~exp(ts) (u) u exp(tB).
Proposición 1.3.3 (ref. [KN. I.§5}) Se verifican las siguientes propiedades:
(1) Los campos B son ir-verticales.
(2) La aplicación * : -~ X(P), B i.- B, es un monomorfismo de álgebras
de Lie.
(3) (R
9),B, = (AdriBZ2, Vu E E>, Vg E O.
(4) Para cada u E E>. la aplicación * : ---* 1/UF, B F—* es un isomorfis-
mo de espacios vectoriales. De hecho, el fibrado VE> es canónicamente
zsomorfo al fibrado trivial E> x g por la aplicación (u, B) —*
u.
a
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a
Los campos fundamentales surgen de forma natural de la acción de U
sobre P por la derecha. En el caso particular P = Al >< U (librado trivial),
el grupo O también actua por la izquiera, dando lugar a la siguiente
Definición 1.3.4 En el librado trivial ir : E> = NI x U —* Nf, para cada
E E g, se define el campo B como aquél que tiene el siguiente flujo:
‘I’f~(x.g) = Lexp(tBjx,g) = (xexp(tB) .9).
Proposición 1.3.5 Si E> = Al x U, se tienen las siguientes propiedades:
(1) Lo.s campos B son campos gauge.
(2) La aplicación ~: g ; gauP c 1(P) es inyectiva y además antihomo-
morfismo de álgebras de Lic, es decir,
[E. B’] = —[E, B’], VB,B’ e ~. a
a(3) Para cada u E E>, la aplicación ?. : g —+ V~E>, B ~-+ es un isomor-
fismo de espacios vectoriales
a
DEMOSTRACIÓN. Evidentemente los campos É son verticales, y como su flujo
~Iíf?conmuta con Rg para cualquier g E U, tenemos que E E GauP. Para el
e,apartado (2), dado un punto u = (x,g) E E> cualquiera, por la interpretación
geométrica del corchete de Lic (por ejemplo, ver (War, Proposition 2.25-(b)~),
tenemos e,
[B,B’b = d
Pero
(u> dds
e
4A~(x,exp(sE’) . exp(tB) .g)
a
(x, exp(—tB) . exp(sB’) . exp(tB) g)
a
(x,exp(sAdexp(tB)B’) 9).
a
e,
e,
e,
e
(1.3)
a’
a
e
d
ds a=Ú
d
ds
e,
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Así,
d d
ds s=ot=o
d
ds __~
d
ds __~
(x,exp(sAdexp(tB>B’) g)
(x,exp(sa&.BB’) .g)
(x, exp(s[—B. B’]) .g) = —LB. É’]~.
Para el partado (3), 14~>P T9U, por lo que el resultado de las propiedades
de la exponencial de un grupo de Lie. El partado (3) implica finalmente la
ínyectividad de la aplicación ¾g — gauP.
c.q.d.
1.4 PAR y adP
Definición 1.4.1 ([FIN. p.54], [Ble, §3.1J) Sea ir : P —* Kl un librado prin-
cípal de grupo estructural U. Supongamos que se tiene una acción por la
ízquiera (g, y) g *y de U por difeomorfismos en una variedad E. Entonces
O actúa por la derecha en el espacio E> x E de la siguiente manera:
El cociente de esta acción es un espacio librado sobre Nl
irF : E >6’ E —~ Al,
con irF({u,y}) = ir(a) (en donde {,} denota la clase de equivalencia) que se
llama fibrado asociado a E> por la acción * de U sobre F.
Proposición 1.4.2 Las secciones s de unfibrado asociado irE : Px
0F —# Al
están en correspondencia biunívoca con el conjunto de aplicaciones diferen-
dables 8 : E> —* E que son 0-equivariantes, es decir
DEMOSTRACIÓN. Como Al = P/U y E> >6’ E = (P>< F)/U, las aplicaciones
de Al en E> x0 E se corresponden biunívocamente con las aplicaciones de E> a
[B,B’%.
E> x E que son equivariantes. En particular, las secciones de WE : E> >c Gp —~ Al
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u.
se corresponderán con aplicaciones de ~ : E> ~ E> x E que cumplan que
s(u) rn (u. .~(u)) para cierta & equivariante. que es precisamentc lo indicado
en el enunciado.
c. q.d.
a
Observación 1.4.1 Si F es un grupo de Lie y la acción por la izquiera de
O sobre F es por automorlismos. entonces las libras del librado asociado
E> >6’ E Al poseen estructura de grupo de Lie isomorfo a E con la
operación
a
{u,y} . {u,y’} = {u,y.y’},
u
de modo que irp- es un librado en grupos de Lic.
aDefinición 1.4-3 En particular si considero la acción de O sobre sí mismo
a través de la conjugación c1 : O —* O, c9(h) g~ h . yl, el librado asociado
ira : E> x~ O ---> Al se denota por AdE>. a
Por la Observación 1.4.1, el librado ir0 AdE> —÷ Al es un librado en grupos
de Lic. Como consecuencia, el conjunto F(M, AdE>) de secciones de ir0 tiene
estructura de grupo con la operación
a
(s . s’)(x) = 5(x) . s’(x), Vx E NI (1.4)
a
Proposición 1.4.4 El conjunto GauE> de transformaciones gauge está en
biyección natural con el conjunto FCM, AdE>) de secctones del fibrado AdE>.
Con la estructura de grupo de P(M, AdE>) definida en (1.4) y la estructura S
de grupo de GauP como grupo de transformaciones, dicha biyección es un
isomorfismo de grupos. a
DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 1.4.2, el conjunto [‘(Nf.AdE>) se corres-
ponde biunivocamente con el de funciones equivariantes ~ : E> — O Dada
una (II) equivariante, defino ~ : E> —* E> como
e,
(1.5)
La equivariancia implica que ~ es una transformación gauge. Viceversa, si
tengo ~ E GauP, se define t : E> —y U como la única aplicación que verifica
a
nr
a
e,
e,
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(1.5). La equivariancia es consecuencia directa de la propiedad de morfismo
de librado principal. A su vez, la expresion
(4’o~)(u) = ~$P(u)) =~(uÁ(u)) =~(u).4i’(u)
asegura que la correspondencia GauE> ~ [‘(Al, AdP) es un morfismo de gru-
pos.
c.q.d.
Observación 1.4.2 Si 1/ es un álgebra de Lie y la acción por la izquiera
de U sobre 1/ es por automorlismos de álgebras de Lie, entonces las fibras
del librado asociado irv : E> x ~ 1/ —* Al poseen estructura de álgebra de Lie
isomorfa a 1/ con el corchete
[{u. B}, {u, B’}] = {u, [B, B’}}, (1.6)
de modo que irv es un librado en álgebras de Lie.
Definición 1.4.5 En particular si considero la acción de U sobre su álgebra
o a través de la aplicación adjunta Adg : 9 —* g, el librado asociado ira:
E> x~ g —> ¡VI se llama fibrado adjunto y se denota por adP. Las clases
de equivalencia de adP = (P x g)/U serán denotadas por (u, B)ad, u E E>,
BE~
Por la Observación 1.4.2, el librado ir~ : adP —* Al es un librado en
álgebras de Lie. Como consecuencia, el conjunto [‘(NI,adE>) de secciones de
irc tiene estructura de álgebra con el corchete
[s, s’](x) = [s(x), s’(x)], Vx E Al. (1.7)
Proposición 1.4.6 El conjunto gauE> de campos gauge está en biyección
natural con el conjunto [‘(Al, adP) de secciones del fibrado adP. Oon la es-
tructura de álgebra en [‘(Al. adP) definida en (1.7) y la estructura de álgebra
en gaííP como subálgebra dc 1(P), dicha biyección es un antiisomorflsmo de
álgebras de Lic.
DEMOSTRACIÓN. El conjunto [‘(M,adP), en virtud de la Proposición 1.4.2
está en biyección con el conjunto de funciones k: P —+ g tales que
j(ug) = Ad11-ij(u). (1.8)
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Dada una aplicación equivariante k, defino el campo 2< como
= (k(u))1. (1.9)
Este campo es vertical por definición y por la Proposición 1.3.3---(3) y (1.8),
(Rg)*Xu = 2<u-g, por lo que 2< E gauP. Viceversa, por la biyección de la
Proposición 1.3.3-44), dado un campo gauge 2<, existe una única aplicación
x : E> — g tal que (1.9) se satisface. La equivariancia de k se deduce de
la Proposición ‘33<3) Para probar el resto, consideremos primero que el
librado E> es el trivial Al x O. Si s(x) = ((x, 1), B(X))ad es una sección de
adPju. entonces se tiene que (Ad
9-iB(x))¿~1> es su campo gauge asociado.
Por definición, su flujo es
a
<t(x,9) = (x, h . exp(tAdg-a B)) (x.g . g~’ . exp(tB) g).
es decir. el flujo de B (ver la Definición 1.3.4). Sea s’(x) ((x, 1). B’Qjad
otra sección de adP~u. Por una parte, teniendo en cuenta la Proposición
1.3.5-(2). u
[É, É’]( ~>= —[B, B’J(19). u-
Pero sin embargo, el campo asociado a [s, s’](x) = ((x, 1), [B(x), B’(.r)])0a es
[B. B’}, lo que nos da el antiisomorfismo en el caso trivial. Debido a que los
corchetes son objetos locales, para un librado E> no trivial, la demostración
se concluye considerando un abierto U c Al tal que ir’(tJ) sea trivializable. a
c.q.d.
Observación 1.4.3 La Proposición (1.4.4) establece un isomorfismo entre
los grupos dc Lic infinitos [‘(NI. AdE>) y GauP. Sin embargo. la Proposición
(1.4.6) afirma que el álgebra de Lie de [‘(Nl,AdP), esto es, [‘(Al. adE>), es e,
antíisomorfa a gauP con el corchete inducido como subálgebra de 1(P). Ello
no supone ninguna contradicción ya que, en principio, el corchete de gauP
como álgebra de Lie del grupo de Lic infinito GauE> no tiene por qué coincidir u
con el inducido por 1(P) y, de hecho, la Proposición (1.4.6) debe considerarse
corno el cálculo del corchete del álgebra cíe Lic de GauP. Este fenómeno no
tiene parangón en el caso de los grupos de Lie de dimensión finita, ya que el
espacio tangente en el neutro a un grupo de Lie O (al que habituahnente se
identilica el álgebra de Lie de U) no está provisto de ningún corchete natural.
Ello indica que. de modo preciso, gauE> debe considerarse como el álgebra de
e
e,
e.
e
e,
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Lic de campos invariantes por la derecha del grupo GauP. Este fenómeno es
general: se da también para el grupo de los difeomorfismos de una variedad
(liferenciable cualquiera respecto del álgebra de Lie de sus campos vectoriales.
Véase, por ejemplo. [KM. 43.1].
1.4.1 Expresión local de los campos G-invariantes
Consideremos un abierto coordenado U G Al tal que el librado E> sea trivia-
lizable sobre él. es decir. ir’(t¡) U x Uy sea {B1 Br4]. una base de g.
Los campos B1. ..., Bm son tít campos gauge linealmente independientes en
cada punto. Forman por tanto una base del 0~(U)-módulo de secciones de
adE>~u (cf. Proposición 1.4.6). es decir, cualquier campo 2< E gauP se puede
escribir
2< = g~B4, g’~ E 0~(Al), 1 <a < m (1.10)
en el abierto librado iri(U). De forma más general, en el caso en que se
tenga un automorfismo infinitesimal X E autP, la expresión local del mismo
en ir’(ti) es
X 2a ~ g’~f’ E C~(K[),1 =a <ml =j =it. (1.11)
Dx’
La expresión de la proyección de 2< sobre Al es por tanto
Al’ = w~X fi)
Dx’
1.5 Conexiones principales
Debido al continuo uso que del concepto de conexión en un librado principal
vamos a hacer a lo largo de la presente memoria, enunciamos a continuación
las tres definiciones más comunes que del mismo se tiene (cf. [Kos. §3,1],
[KN, Chapter II.§ 1], [Sha, Deinition 6.2.4]).
Definición 1. Una conexión en un librado principal ir : E> Al es un
honiomorfismo de librados vectoriales [‘ : TE> —+ VP tal que:
• E es un retracto de inclusión, es decir, [‘Ivp = ~
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• F es compatible con la acción acción del grupo O, esto es. 1’ o (R9~ =
CH9), of. Vg E U.
Definición JI. Una conexión en un librado principal ir : E> — A’! es una
distribución II (llamada parte horizontal) suplementaria a la distribución e
vertical 1/ e invariante por la acción del grupo O en P. Es decir,
ftP = HU+V,LP. VnEP. e.
(Rg)*Hu Hug. Vn c P,Vg c U.
t
Definición III. Una conexion [‘ es equivalente a dar una 1-forma wp en E>
con valores en 9 que verifique
e
• w~(B) = B, VB E 9, Vn E E>.
• (E>g)*wp =
Las tres definiciones anteriores son lógicamente equivalentes, es decir, a
cada una determina unívocamente a las otras dos. Las correspondencias entre
cada una de las versiones son esquemáticamente de la siguiente manera:
a
I—--JI. l)ada una conexión de la Definición 1, si defino ll~ = ker(F,1). entonces
la distribución 1-1 verifica las propiedades de la Definición II. A la inversa, sí
e.tengo un distribución U, para cada u E E>, tengo T~P = HU+141P por lo que
puedo definir F,~ corno la proyeccíon en el subespacio vertical. La aplicación
E así definida cumple lo enunciado en la Definición 1.
1—hl. Para obtener la fornía de la Definición III. simplemente hay que
componer It. ILE> -~ 14P con el isomorfismo V,,P ~ g definido en la a
Proposición 1.3.3—(4) para obtener punto a punto la fornía ~r Las propie-
dades de w~- se verifican rápidamente. Viceversa, dada lina forma ¿ip. defino
[‘.~(2<) = (wv(2<))1. lo que nos da un homomorlismo de librados vectoriales e
como en la Definición 1.
e
1.6 La sucesión de Atiyah
a
La acción del grupo U sobre un librado principal ir : E> —+ Al, define de forma
natural una accióíí también por la derecha sobre TE> definida como
e
e,
e
a
a
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para cualquier 2<,. E T,.P, u E E>, y g E U. El cociente TGP = (TP)/U
existe como variedad diferenciable Librada sobre M (ver [Atil]) a través de la
proyección
en donde {X,.} representa la clase de equivalencia de 2<,.. El sublibrado
VE> 4 TE> queda invariante por la acción definida en TE> y su cociente
vuelve a ser una variedad diferenciable, que denotaremos por VcP.
Proposición 1.6.1 (cf. [Atil], [Eck, Theorem 4.3], [MM, 3.5], [Sar, §6.1])
Se tiene la siguiente sucesión exacta corta de fibrados vectoriales sobre Al.
24 T0E> ~ TM—0 (1.12)
con ir’ = irM oir0. A esta suceción se la conoce como sucesión de Atiyah.
Sea ir~ : adP -4 ¡VI el librado adjunto de P. En la sucesión de Aityah
(1.12) es muy común encontrar al espacio adE> ocupando el lugar de V0P.
Eso es debido a la siguiente identificación:
Proposición 1.6.2 La aplicación
~((u,B)ad) =
es un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre Al.
DEMOSTRACIÓN. Veamos primero que la aplicación está bien definida. Sean
(u. E). (u’, E’) E E> ~ ~ tales que (u, B)3~ (u’,B’)ad. Esto implica que
existe un g e U tal que u’ = u . g y E’ = Ad9—<B. Entonces, en virtud
de la Proposición l.3.3—(3), (B’)t = (Adg-iB).g = (R~)~(B*),., por lo que
{ B,} = {Bj3}. Finalmente, la biyectividad de ~ es consecuencia directa de
la biyección g -4 WE> definida la Proposición 1.3.3<4).
c. q. d.
Proposición 1.6.3 Las secciones globales del fibrado T0P —x Al se corres-
ponden de modo natural y biunívoco con los campos U-invariantes de E>, esto
Análogamente.
[‘(¡Vn V0P) ~ gauP (1.14)
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DEMOSTRACIÓN. Una clase {X,.} E T0E> corresponde a una asignación U-
invariante de vectores tangentes a lo largo de la fibra ici(x), con .r = ir(u).
Por tanto, una seccion global del librado T0E> —÷ Al nos da un campo O-
invariante definido en todo E>. Viceversa, un campo U-invariante 2< de E>
restringido a una fibra cualquiera iv
1(x), x E Al, determina una clase de
equivalencia {X,L} E (?kE>)~. La aplicación x 1- {X,.} es una sección de
TcE>. Si nos restringimos a vectores verticales, obtenemos (1.14), aunque e
esta identificación se deduce también de las Proposiciones 1.4.6 y 1.6.2.
c. q. d.
Observación 1.64 Si tomamos secciones globales de librados sobre Al en la
sucesión (1.12). se obtiene una sucesión exacta de C~(Kf)-módulos y álgebras a
de Lic
O —* gauE> —> autE> ~ X(Al) —0, (1.15) u.
que es equivalente a la sucesión de Atiyah.
e-
a’
a
e
a
e
e
e
a
a’
e
e,
e
Capítulo 2
Geometría del fibrado de
conexiones
2.1 Definición del fibrado de conexiones
Definición 2.1.1 Una conexión 1’ en un librado principal ir : E> —* Al nos
permite:
• Descomponer un vector tangente 2< E ftP, u E E>, en la parte vertical
y la parte horizontal Xh en virtud de la descomposición T,.P =
HUE>+VUE> (cf. §1.5-1).
• Definir la elevación horizontal de un vector tangente Y E T~M a un
u E ir~’(x) como el único vector yh E ftP horizontal tal que ir~Yh =
Y.
• Definir la elevación horizontal de un campo vectorial Y E 1(M) como
aquel campo yh de E> tal que en cada u e E> es la elevación horizontal
de Y,.. x = ir(u). La 0-invaríancia de la distribución H,.P (cf. §1.5-II)
hace que el campo sea U-invariante.
Proposición 2.1.2 Hay una correspondencia biunívoca entre las escisiones
del la sucesión de .4tiyah (1.12) y el conjunto de conexiones del fibrado prin-
cipal ir: E> Nf.
DEMOSTRACIÓN. Sea F una conexión del librado principal ir : E> —* Al y
sea Ii : T~iVf —* T,.P, u E ir’ (re), x e Al, la elevación horizontal de vectores
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e.
definida por E (Definición 2.1.1). Si Y E ftM es un vector tangente, el
campo u E ir~’(x), es O-invariante a lo largo de la libra de x y por tanto e
determina un elemento {yh} de (‘[bE>),.. De esta manera tenemos una seccion
TAl —~ T0P de ir. definida como ar(Y) = (yi’}. Reciprocamente, con
a
una escísion de la sucesión de Atiyah ar : TAl ~ TGE>, dado un Y E T,.Al,
se define su elevación horizontal a ftP, u e ir~1 (x), como el único vector YJ~cuya clase {Yah} en TGE> coincide con ap(Y). La elevación ¡1: T»VI —* ft E>, a
Y Yj~, u e iri(x), proviene de la conexión que tiene como subespacio
horizontal en u E E> a II,. (T,.M)~, x ir(x), imagen de tAl por h
Al ser {Yj’} clases de vectores U-invariantes, la U-invariancia de II,. queda
asegurada.
c.q.d. e
Esta última Proposícion nos da pie para establecer la siguiente
a
Definición 2.1.3 Dado un librado principal ir : E> —÷ Al, se define el fibrado
de las conexiones
p:0(E>)—#M
como el sublibrado de Hom(TM, TGE>) determinado por todas las aplicacio- e
nes R-lineales E,. : ftM —> (TGP),.~, x E Al, tales que ir~ o E,. = Idr~M (cf.
[CD], [Eck, Delinition 4.5], [Gar2]).
Por tanto, como consecuencia de la Proposición 2.1.2 las secciones globales
del librado de las conexiones p: 0(P) —+ Al se identifican de forma natural a
con las conexiones de E>.
m
Proposición 2.1.4 El fibrado p : 0(P) Kl tiene estructura de fibrado
afín modelado sobre el fibrado vectorial Hom(TM, adE>) TtXl $ adE>.
DEMOSTRACIÓN. Dado un elemento [‘,. : ftAl -4 ((TP)/U),. de 0(P).
volviendo otra vez a la sucesión de Atiyah, es evidente que cualquier otro
elemento de (0(P)),. = §~ (x) se puede escribir como E’,. = E,. + A siendo
A : ftAl — (adE>),. una aplicación lineal.
c. c
1.d. e,
Observación 2.1.1 Un elemento E,. : T,.M —> (T0P), de 0(P) se puede
e,
entender como una “conexion sobre el punto :r” en cualquiera de las nociones
que de conexión se da en § 1.5. Concretamente:
e
e
a
a
a
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• La imagen de F,. es un subespacio de (TGP)S que induce una dis-
tribución de subespacios FI,. complementario del subespacio vertical
1/,. c ftP para cualquier u e ir1 (x) tal que (R9)~IL. FI,..9.
• fl define también una forma de conexión sobre el punto x, es decir,
una aplicación lineal w~ : TPK-r(~) — g tal que (ker(wrr)),. = II,. y
R;o ~ = Ad9-1 o wr’~ de la misma forma que una conexión define
una forma de conexión. Esto es, dado un X E T,.E>, el vector 2< —
es evidentemente vertical, por tanto (Proposición 1.3.3-
(4)) existe un único B e g tal que 2< — (F~(ir~X)),. = BZ. Definimos
wrÁX) = B.
2.2 Coordenadas en el fibrado de conexiones
Sea (U; a), ...,x~) un sistema de coordenadas en Al de tal manera que ir1(U)sea trivializable (ver Corolario 1.1.8). Escojamos una trivialización y ponga-
mos ir’(U) = ti x O. Si {B
1 Dm]. es una base de g, entonces los cam-
pos B1 Bm (ver Definición 1.3.4) forman una base del 0~(U)-módulo
de campos gauge, o lo que es lo mismo, del 0~(U)-módulo [‘(U.adE>) (cf.
Proposición 1.4.6). Si ar es una sección local de ir~, para cada campo vec-
tonal coordenado 6/Oxi, existen funciones A?(P) E 0~(U), 1 < ~ < ~,
1 < a < m, unívocamente determinadas por las siguientes condiciones
(a ~ (O a
ap yy;-) — y = — A~(P)Ba, 1< i <u. (2.1)
Si E,. : ftM ~ (TcE>)~ es un elemento de 0(P) tal que E,. = ar+~M,
los números A?(F,.) determinan unívocamente la aplicación E,., por lo que
podemos afirmar que las funciones
(:rtAJ), 1=i < n, 1< a <tít
definen un sistema de coordenadas en p—i(CJ) — O(E>)~u.
Observación 2.2.1 Por tanto ,si u = dimAlyiít=dimU, la dimensión de
0(P) es n(m + 1).
Ejemplo 2.2.1 ([Garí]. [NS, 7.15]) Consideremos el librado principal de
las referencias lineales ir : F(Al) —> Al sobre una variedad cualquiera. Este
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librado tiene grupo estructural OL(n; IR). En un abierto coordenado (U; x’) c
¡VI tal que ir’(U) — ti >< OL(n; IR) definimos el sistema de coordenadas
1 = j.k < o en E>, en donde 4(Z) — Z es igual a la entrada
k-ásima de la columna j-ésima de Z E O[(it; IR). Sea {Eg}a31 la base
e
estándar de g((n; IR) formada por las matrices tales que
— 3j~8~. e
El flujo del campo es
e.
t(x,Z) = (z,exp(tE~) . Z) = (x,etE~Z).
Si escribimos U
É~— ZfZ(0/OzY), U
se tiene
dÉ~(z2) = ~¿ _ (4(~(x,Z))) = (E~ZV = aLA
y por tanto U,
É~=4 ~ (2.2) a
0<
Si F es una conexión, de (2.1) y (2.2) tenemos
e
ar(jt) — (0t) —A%É~ = __ — 40 —
_ A%z1
Por otra parte es conocido (por ejemplo, ver [FIN, pl43]) que la elevación
horizontal de una canípo por una conexión lineal tiene la expresión e,
/ON (OS a
aF ka») = ka~) — FÁ?~—p —
siendo los símbolos de Christoflel de la conexión lineal Y. Se tiene por lo
tanto la siguiente igualdad de funciones en ti
A=I’~. c-i,3.i=1 it. e,
Ello justifica la terminología utilizada.
a
e
e,
a
e
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2.3 Acción de los automorfismos en 0(P)
El grupo de automorfismo AutE> actúa por la izquierda en el conjunto de
todas las conexiones. Dado ~ E AutE> y una conexión F con forma de cone-
xíón &úp, se define E’ ~(E) como aquella conexión que tiene por 1-forma de
conexión a
De forma equivalente, si la conexión E se entiende
H, G litE>, u E E>, de subespacios horizontales en
corresponde a E’ es la imagen directa por ~, es decir,
[KN, liProposition 6.2]). Sea y el difeomorfismo de
ahora vemos la conexión E conio una escisión ap de
(Proposición 2.1.2), entonces la escisión ap’ asociada a
por expresión
como una distribución
E>, la distribución que
t(H~) G T«ÑP (cf
¡VI inducido por ~. Si
la sucesión de Atiyah
E’ es aquella que tiene
ar = t o al? o
en donde, por abuso de notación, t aplicada a una clase de equivalencia
{X,j de vectores U-invariantes es simplemente tomar la clase de t(X0.
Todas estas consideraciones nos permiten dar la siguiente
Definición 2.3.1 Cada automorfismo t E AutE> define una aplicación
0(P) —> 0(P),
mediante la expresión
= 4. of,. o (y1)., 1’,. E 0(P),
lt.:74¡VI — (T
0P),., x E ¡VI, siendo y el difeomorfismo en ¡VI inducido por
4’. Esto es equivalente a definir
4’c(F,.) como aquel elemento de 0(P) que
tiene por ‘forma de conexión en un punto” (Observación 2.1.1) a
De una manera más geométrica, si HtxP, u
horizontal definido por E,. (Observación 2.1.1).
elemento de 0(P) cuya distribución horizontal
E irí(x), es la distribución
no es más que aquel
a lo largo de ir’(y(r)) es
E>).
u,
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Observación 2.3.1 Si <1> E AutE>, directamente de la definición de 4’e. se
comprueban las siguientes propiedades:
• es una aplicación librada sobre Al, es decir,
p o y op.
e,
• es un difeomorfismo de 0(P) con inversa (4’~’)-1 =
• La aplicación AutE> —> DifO(E>). 4’ 4’c, es un homomorlismo de
grupos.
• Si Y es una conexión sobre ir: E> —# ¡VI y Jp es la sección dep: 0(P) ~
¡Uf que induce, entonces
<Pc O CTE’ = Oa4p).
Definición 2.3.2 Para cada campo U-invariante 2< E autE>, se define su
levantamiento al fibrado de las conexiones como el campo X
0 generado por
el grupo uniparamétrico {(t)c}, siendo {t} el flujo de 2<.
Observación 2.3.2 Dado un 2< E autE>, puesto que se verifca po (<Pt)c =
yt op para todo t, el campo X~ es p-proyectable al campo 2<’, proyección de
Proposición 2.3.3 Si
-a2<~f’ +g~É00x~
es la expresión local de un automorfismo infinitesimal (cf. fórmula (1.11)),
en el sistema de coordenadas definido en §2.2, la expresión del levantamiento
de X al fiSvado de las conexiones es
Ó
2< __ — ___
a
A~±
0~Añ a
,
J ¿9
1i%/ 8A~
.1
(2.3)
e
en donde c~. son las constantes de estructura: [E>3,E>7] = c~7B0.
a
e,
e,
e
e
u
o
e
a
U
a
e
2< a A~í.
a
e
a
a
m
a
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DEMOSTRACIÓN. Estamos en un abierto coordenado U c Al trivializable,
es decir, ir’(tJ) EJ x U. Si 2< c autP, para t suficientemente pecíueno, su
flujo tendrá la forma (cf. §1.1.3)
<Pt(x,g) = (y~(x),fi~(z) .9),
en un cierto entorno 1/ c ti, para cierta familia de aplicaciones cb~ : 1/ —÷ O.
Sea 1’,. : T,.¡VI (TGE>),. un elemento de 0(P),., £ E 1/. Si ‘74,.) =
su levantamiento horizontal (cf.
presión
‘j,(x) ( (90x~ —
fórmula (2.1)) tendrá por ex-
l=y=n.
Por otra parte, (Observación 2.1.1) tenernos
wr(XjFP(,.)(<)/Ox)) = 0, Vj=1 n.
De la definición de <Pc (Definición 2.3.1) se tiene
0 (dkt)*wr~ (0$ —
Wp~ ((y-tv (Oskm’) —
(r~
<ñO.
Derivando respecto t y evaluando en E,.,
o = w~-~ (~x, 0/0v] — Xc(AflBa — A?(X, A~i)
con 2< = f~O/Bx~ + 9GB,.. Desarrollando lo corchetes y teniendo
que [E. B’] = —[B. E’] (cf. Proposición 1.3.5) se tiene
en cuenta
Oszswi ¡ Dft ¿9 + XcCAJ) — Cy4gÑAj)
Si hacemos uso otra vez de ~r’r (E,. (O/Ox~)) = O y de la fórmula (2.1), podemos
substituir w~,.(0/0x~) por wrr(A?Bú) en la expresión (2.4) para obtener
5ga
(2.4)
o
— c~
39P AS) É~)
u,
32 CAPITULO 2. CEOMETRIA DEL FIBRADO DE CONEXIONES
a,
lo que prueba que el vector entre paréntesis es horizontal en E> respecto F~.
Ya que también es vertical (pues es combinación de Bj, debe ser nulo y por a
tanto
Xcr(A~) = — (7. c~7g3A( + ~ a’
e,
Puesto que el campo 2<~ es proyectable a 2<’ (cf. Observación 2.3.2) se tiene
que Xcr(x~) = f~, lo que finaliza la (lemostraci~n.
c.q.d. U
Proposición 2.3-4 La aplicación
aut(E>) —~ 2<(0(P)), 2< ~—+. XC. (2.5)
U
es un homomorfismo de álgebras de Lie.
DEMOSTRACIÓN. De la expresión local de xc (ver fórmula (2.3)) se deduce e,
directamente la IR-linealidad de la aplicación 2< ~> 2«> La propiedad
e,
[X.Y]c = [Xc.Yc]
se l)uede deducir igualmente de (2.3), pero después de una muy larga serie a
de. por otra parte fáciles, cálculos. Sin embargo una demostración intrínseca
y mucho más sencilla se derivará del Corolario 2.6.4 y la Proposición 2.6.5. e
por lo que no presentamos dicha deducción en coordenadas.
Nótese finalmente que la aplicación 2< ~> 2<~ no es C~(¡V!)-lineal. Basta
observar la expresión local de 2<c para comprobarlo.
c . ej. d.
Proposición 2.15 El nucleo del homomorfismo (2.5) se puede identificar
con el centro de g.
a
DEMOSTRACIÓN. De la expresión local (2.3) se sigue que el núcleo se ca-
racteriza por fi = 0, BgO/Bx¿ O (es decir, g~ constantes) y c2
7gA7 = 0. e,
Esta última ecuación indica que [g
4B
4,<BY] = O para cualquier elección de
valores AY. Como al ser g
0 constantes constantes y4 = (g4 E>
0), podemos a
afirmar que E 9
4B
4 está en el centro de g y que X = E> = B*.
c . q. (1
e
a
e,
e,
e,
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2.4 El fibrado de 1-jets
2.4.1 Definición
Se dice que dos secciones locales s, .s’ de un librado ir : E Al definidas
en un entorno de un punto x E Al tiene el mismo 1-jet (y se denota por
j4s j4s’) si s(x) = s’(x) y s~X = ¼Xpara cualquier 2< E tAl. El espacio
de clases de esta relación de equivalencia se le denota por fi E. Este conjunto
tiene estructura de variedad diferenciable librada sobre E que denotaremos
por
ir10 : J’E — E, w10(j~s) = s(x).
La composición irouíj0 = ir1 : fE —> Kl vuelve a ser un librado que se llama
fibrado de 1-jets de ir (cf. [Sau, §4.1]).
2.4.2 Coordenadas en 1
1E
A partir de un abierto coordenado (U; 2,... ,zfl) en Al tal que ir’(U) sea
trivializable y un sistema de coordenadas (1/; yi), 1 =~ =ni, en la fibra
tipo E del fibrado, se puede definir coordenadas (xi; y.í; .y~’), 1 = ~ = ~,
1 =~ m de forma natural en J’E~~ = ir~’(U) por la condición
yJ(j~s) = y’(s(x)), jf(j1s) (sfl. (~-Á = 5~J—(x)
Por tanto, si it = dimAl y m = dimF, la dimensión de fE es n+m+nm.
(cf. [Sau, §4.2])
2.5 La identificación (J1P)jC ~ 0(P)
Consideremos ahora el librado de 1-jets de un U-fibrado principal ir: E> —+ Al.
El grupo estructural U actúa por la derecha en J’P definiendo
j4s.g=j~(R
9os), (2.6)
para cualquier sección local s de ir y cualquier x E Al, en donde recorde-
mos : E> — E> denota la translación por la derecha inducida por g E O.
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e.
El espacio cociente (.J1P)/U de dicha acción resulta ser una variedad dife-
renciable que se puede identificar con 0(P) (por ejemplo, ver [Garí] para —
una descripción detallada de esta construcción). Someramente, la libración
q : PP — 0(P) se define de la siguiente manera. Un elemento 4s e PP e
determina un retracto F~(,.) : T
3(,.)P -4 ½<,.>E>de la inclusión ½(,.yFC
poniendo
e
= 2< — s~ (w~X) VX E T«gP.
u
Dado un u E -V
1(x) arbitrario, existe un único g E O tal que s(x) .g = u.
Definimos 1’,. : ftP —> V,.E> como el trasladado de [‘s(~~) por R~, es decir.
It = (E
9), cF o (E9-1),. De esta manera, hemos obtenido una “conexión en e,
el punto’ x E ¡11. esto es, un elemento E,. de C(E>) que depende únicamente
de j4s. Ponemos por tanto q(j4s) = E,..
e
Proposición 2.5.1 ([Garí]) [<afibración q : PP —. 0(P) es un fibrado
principal de grupo estructural U- Además, la aplicación j4s F—* (q(js), 8(x)) a’
es un isomorfismo de 0-fibrados principales entre PP y 0(P) xM E> = p~P
(fibrado imagen inversa, ver §1.1.1) es decir, se tiene el siguiente diagrama
a
ji y
C(E>) -t Al
Observación 2.5.1 De una manera más geométrica, la identificación e,
(PP)/O =0(P) e,
se puede ver de la siguiente manera. Un elemento j4s de J’ E> se puede
identificar con la imagen s~(T,.Al) C ftP, u = 5(x). Al ser s una sección e
local de ir. este subespacio vectorial es un complementario “horizontal” H~ E>
de WP. Por otra parte, la acción de U en PP no es más que llevar este a
subespacio vectorial al subespacio (R9)4WE>). Así, una clase de equivalencia
de esta acción es lina colección de subespacios horizontales O-invariantes a
lo largo de ir ‘(x), es decir, un elemento de 0(P),..
Observación 2.5.2 La idea de conexión se puede extender a cualquier fibra- e
do ir : E —+ Al (no necesariamente principal). Basta eliminar en la definición
de conexión toda propiedad que se derive del grupo estructural para obtener
e
e
a
e
e
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las llamadas conexzones generalizadas. En una versión análoga a la Definición
II de §1.5, una conexión generalizada se define entonces como una distribu-
ción de subespacios horizontales complementarios a VE (cf. [MM, §3.5]). Es
fácil cornprobra que en este caso las conexiones están en biyección con las
secciones globales del librado líE -~ Al ([Sau, Proposition 4.6.3], [Sar, De-
finition 2.11]). Si E = E> es un U-librado principal, podemos recuperar el
concepto usual de conexión (que básicamente consiste en añadir la condición
de U-invariancia a la definición de conexión generalizada) simplemente to-
mando secciones s : P 11P equivariantes respecto la acción de U. Esto
no es más que dar una sección a : P/U = Al —> PP/U — 0(P), tal como se
expresa en la Observación 2.3.1.
Observación 2.5.3 La identificación (J1P)/U = 0(P) se puede usar como
definición alternativa del librado de las conexiones tal como se hace, por
ejemplo, en [Sar. §6.1]. [Bct], [KMS, §17.4].
2.6 Transformaciones infinitesimales de con-
tacto
Definición 2.6.1 ([Sau, §4.4]) Sea 4’ un difeomorfismo proyectable de un
librado principal ir : E> —> Al (esto es, existe un difeomorlismo y en la
base tal que ir o 4’ = y o ir). La prolongación de 4’ a fE> es la aplicación
IP — J1P definida por
VI>(jis) = ¡(<Poso y—i) (2.7)
La aplicaión 4’<’> es proyectable a Al y a E>; es decir, ir o <PO) — y o irí y
iío o<P(1)= <Po ir
10.
Proposición 2-&2 La aplicación AutE> —> DifJ1P, <P 4’(i) es un ho-
momorfismo de grupos de Lic. Por otra parte, si 4’ E Aut(P), la aplicación
es un automorfismo del fibrado principal ,J’P —y 0(P). El difeomorfis-
tao que induce en la base es <Pa, es decir se tiene que el siguiente digrama
conmutativo
±2> 1ip
Jft
0(P) 2s 0(P)
ee.
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U
DEMOSTRACIÓN. Se comprueba que 4’(1) admite como inversa a (<P1)(í) y
que (4’ o ~ji) — o 4’(i)• Por otra parte, e
— 4’(l)(jl(ft9 o s)) = j<~(,.>(4’ o Ego soy1)
o <Poso <1) j<~(,.)(<P o so y~i) ~ <P(i)(jls) g.
a
por lo que <P~ es un automorfismo.
Sea ¿j4s E J’E>ysean E,. = q(j¿s) y = q(<P(í)(j4s)) = q(j4,(4’o.sog1), con
= ~(x). Pongamos por último E~, = <Pc(1Á).tenemos que probar entonces
que = E’~,. Para un 2< E T«.
9(,.))P cualquiera, sean B’ = wp’jX) y
E” r Wp” (2<) = ((t—’)~wp~)(X), siendo ~ la forma introducida en la —
Observación 2.1.1 de este capitulo. De la definición de q tenemos
=2< (toso <)~ir~(X) = <P4<í2< — s~ir~<P;’X) = <P~(B’[,.)). S
Basta observar que para cualquier E E ~, se tiene que 4’.(BZ) = B~(,.) para e
concluir que wp,(X) = E’ = E” = (2<).
c.q.d.
Definición 2.6.3 Sea 2< E 1(P) un campo vectorial ir-proyectable y sea
{ t} su flujo. Se define la elevación de 2< a J’P, o tranformación infinitesi-
mal de contacto, como el campo X(í) generado por el flujo {~W}. e,
Corolario 2.6.4 Para todo 2< E aut(P), X(1) es un campo U-invariante del a
fibrado q : fE> -e 0(P) cuya proyeccion a 0(P) es Xc.
a
DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 2.6.2, el flujo de 2<11> está formado
por automorfismos. Por tanto 2«~> es U-invariante. Como el difeomorfismo a.
inducido en la base por <P~!> es <Pa, la proyección de 2<11) en 0(P) es 2<c
c.q. (1.
e
Proposición 2.6.5 ([Mu, Théoréme 5]) Se tiene que (wioÑX11> — 2< y que
la apíicaczón autE> 1(.J’P). 2< X~’), esun monomorfismo de álgebras
de Lic.
e
e’
a
a
e,
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2.7 Formas de contacto
El librado de 1-jets de cualquier librado E --> Al está dotado con una 1-forma
canoníca con valores en el librado vertical VE que define la geometría de
contacto de j~ E (cf. [Mu]). El caso en el que se trate de un librado principal,
el librado VP es canónicamente isomorfo a E> x g (Proposiciónl.3.3—(4)) por
lo que se puede hacer que dicha forma de contacto tome valores en el álgebra
g. Más concretamente
Definición 2.7.1 En jiE> se define una 1-forma O con valores en 9 de la
siguiente manera: Para cualquier Y e T143(J1P) tenemos que (irio)~Y — 8, Oir, o (iio).Y es un vector vertical en el punto u = s(x) E P. Por tanto, existe
un único E E g tal que
E: = (irí
0),Y — s. o ir, o (ir10).Y.
Decimos entonces que 9(Y) = E. Equivalentemente, O es aquella 1-forma
definida por la expresión
0(Y) = wr((irío),Y), VY E
siendo E,. = g(j~s) y ~L la forma introducida en la Observación 2.1.1.
Si {B1,... , Bm} es una base de g, esta forma se puede expresar como
9 = 90 ® B0,
en donde ~1 son 1-fornías ordinarias globalmente definidas en J’P
llamadas fomas de contacto estándar.
Observación 2.7.1 La palabra contacto se refiere a la siguiente propiedad:
dada cualquier sección local s del librado ir : E> ~ Al, se tiene que
(j’s)’0 0, (2.8)
siendo j’s la sección local de u : PP —* Al inducida por s. La comprobación
de (2.8) es consecuencia directa de la definición de 0.
Proposición 2.7.2 La forma O verifica las siguientes propiedades:
(a) <t(í)yo = 0, para cualquier 4’ E AutE>.
e.
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u,
(b) R;0=Ad9IO,VgEU.
u
(c) Sea B el campo fundamental asociado a B E g en el librado q: PP —+
0(P). Entonces L~.0 [0,Ej.
(d) 0(Bfl = B, VB E g.
e
DEMOSTRACIÓN. (a) Dado un Y E Tg3 (J’E>) arbitrario sean E = 0(Y) y
E ((V’))’0) (Y) = 9(4’~i)y). Teniendo en cuenta que irí_ o <PO) — 4’ oir1o e
y que ir o 4’ = ó o ir, obtenemos
= (ir10), (<P$))Y — (4’ oso q7’ ),ir, (ir10), (4’~’))Y e
xx 4’, ((u0) Y — s,u,(u10),Y) xxx
e
Por tanto B$(8(,.)) 4’. B;~,.> =
(b) Se tiene e
(u10) (R}~’)),Y — (H0 o s),ir, (u10), (R%’>),Y a
= (R~j}. (ir10), Y — (R9 o s),n(R9), (u10), Y
= (R9), [(ir10), Y — s,ir, (u10), Y] e,
= (Ad2-1B)’.
Por tanto ((RV>)’0) (Y) = (Ad9-~ o 0) (Y).
a(e) Se sigue directamente de (b) una vez que se comprueba a partir de las
fórmulas (2.6) y (2.7) que el flujo de E es ftW
cxp( t B)
(d) Basta aplicar la definición de O y tener en cuenta que B is ir10-proyectable e,
aBt
c.q.d. a
Corolario 27k3 La forma O es una forma de conexión del fibrado principal e,
q : 1
1P 0(P).
Definición 2.7.4 ([Garí]) La conexión en q : PP —> 0(P) definida por la a’
forma O se denota por zc y se llama conexión canónica en PP.
a
e’
e,
a
a
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Observación 2.7.2 Sea Y una conexión en E> y sea J~ : Al ~ 0(P) la
sección del librado de las conexiones asociada a ella. Como J1P ~ 0(P) x ME>
(cf. Proposición 2.5.1), definimos la sección &v : E> —~ 11E> de la proyección
ir
10 por la condición
ot(u) = (ar(irQu)),u).
La conexión c se puede considerar como una conexión universal en el
siguiente sentido:
Proposición 2.7.5 Para cualquier conexión Y en E> se tiene que
= ÚtIL,
es decir. la conexión 1’ es imagen inversa de ¡~ por el morfismo de fibrados
principales Jp : E> —> PP (cf [KN, JiProposition 6.23).
DEMOSTRACIÓN. ([Garí, Theorem 3]) Dado 2< e ftP arbitrario, de la
definición de O y de la proyección q, tenemos
= (O((ár),X))’ = 2< — s,ir,X (wr~(X))*.
en donde Y,. = q(j4s) y j~s = &p(u).
c.q.d.
2.8 La estructura simpléctica de C(F)
2.8.1 Definición de la forma Q2
La forma de curvatura £2,~ de la conexión canónica n es una 2-forma g-
valorada de tipo horizontal tal que (R9)Mt Adg o 9K• A las formascon estas propiedades se les denomina formas tensoriales de tipo adjunto.
Estas propiedades permiten definir una 2-forma ~2 en 0(P) con valores en
adJ1E> = ad(C(E>) XME>) p’adP únicamente determinada por la condición
%(p,X,p,Y) = (q(j4s), (s(x).Q,c(X,Y))ad) = (jis, £lx(2<,Y))ad, (2.9)
para cualquier par de vectores tangente 2<, Y E ~ jip
e.
e.
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Observación 2.8.1 Tal como se ha hecho con la forma de curvatura W,
cualquier forma tensorial de tipo adjunto en un librado principal define un
e’
forma en la base cori valores en el adjunto. De hecho esta construcción define
una biyeccción entre ambos tipos de formas. Para más detalles, ver [KN,
II.§5], [MM. pSQ].
Observación 2.8.2 De la propiedad universal que posee tc expuesta en la —
Proposición 2.7.5, se puede concluir que si Y es una conexión en E>, entonces
la forma <%(~t) es la 2-forma en Al con valores en adP inducida por la foTma
de curvatura 9~. La forma ~2 se puede ver como una curvatura univers al. —
2.8.2 La ley de derivación canónica —
Es bien conocido que una conexión Y en un librado principal ir : E> —* Al
e,.induce una derivada covariante Vr en cualquier fibrado asociado a E>. En
nuestro caso, tenemos una conexión privilegiada iz en q : PP ~—> 0(P) que
por tanto induce una ley de derivación \7 xx V” en las secciones de adJ1E> e’
padE> 0(P). Esta ley de derivación se puede caracterizar intrínsecamente
en 0(P) sin necesidad de recurrir a PP. En efecto, como las secciones de
e,
adE> generan sobre 0~(0(P)) las secciones de p’adE>, a fin de definir una
ley de derivación es suficiente determinar 7x~ para cualquier 2< E 1(0(P)),
~ E [‘(Al adE>). e
Proposición 2.8.1 Con la notacion introducida anteriormente se tzene a
(Vx~)r~ =
a’
para cualquier Y,. E 0(P) y cualquier conexión Y en E> tal que = it
e-
DEMOSTRACIÓN: Existe un correspondencia biunívoca entre secciones ~
de adE> y aplicaciones E : E> 9 (le tipo adjunto. esto es,
e,
E(u y) =
e
tal como se comento en la Observación 2.8.1. Si denoto por
2<h la eleva-
ción horizontal del campo 2< E 1(0(P)) a PP por la conexión i~, enton-
ces Xh(E) es la sección de tipo adjunto asociada a
7x4 (por ejemplo ver —
[FIN. IliProposition 1.3.]). Sean j4s E y’(Y,.) y u = s(x). Tenemos que
e
e,
e,
e
e
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Cío que implica por la definición de O que
un vector horizontal respecto la conexión E. Como
ir4irio)~X713 = p,q,X~’i3 P~Xr~,
resulta que además (irío)~Xt~ es la subida horizontal
tanto 2<t(Eoirio) = ((ir10),Xt)(E) = (pX)hr(~) lo que
de (p*X)x a u. Por
implica directamente
la igualdad del enunciado.
c.q.d.
Observación 2.8.3 La ley de derivación
7: f20(0(P),p’adP) —+ 121 (0(Pftp’adP)
define directamente una diferencial exterior
dv : Qr(0(E>) p’adE>) —* Qr4-i(0(P)p*adE>) Vr
de formas en 0(F) con valores p’adF de manera canónica, tal como se define
por ejemplo en [FIos]. En nuestro caso dicha diferencial se puede entender
además como la proyección de la diferencial exterior covariante DK de PP
definida por la conexión canónica n. actuando sobre formas tensoriales de
tipo adjunto. según la Observación 2.8.1.
Observación 2.8.4 Teniendo en cuenta la proposición anterior y la expre-
sión local de la derivada covariante inducida por una conexión en una librado
asociado (por ejemplo, véase [NS, §7.12]), se comprueba fácilmente que en
un sistema de coordenadas como las introducidas en §2.2, la expresión en
coordenadas de 7 es
c3
7gt’A) A0, (2.10)70/OA’< = Dg0DA4
~1
para ~ = g0Bg g’~ E C~(C(E>)), 1 =a < rít.
2.8.3 El endomorfismo Ex
Dado un 2< E autE> sea Ex : p*adP p*2E> el endomorlismo definido como
= (E,., [Q,
(irie)~Xft
8 E ftP es
ue
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a’
donde {XU } representa el campo gauge parte vertical de 2< por la conexión Y,.
(cf. Definición 2.1.1) pero visto como elemento del fibrado adjunto gracias a’
a la identificación gau(P) = [‘(Al. adE>). El corchete tomado en la fibra
(adE>),. es el definido por la estructura en librado de álgebras de Lie que e’
tiene el fibrado adjunto (cf. fórniula (1.6)).
Lema 2.8.2 La aplicación ¿y : PP >< ~ - PP x g definida por a’
¿x(j4s.B) = (jls,—[B,O(2<fl)])
laR
es eqwivariante respecto a la acción de O en ,J1Pxg y proyecta ala aplicación
Ex.
a’
DEMOSTRACIÓN. Sea y un elemento de U arbitrario. Teniendo en cuenta el
apartado (b) de la Porposición 2.7.2, se tiene
a
g,Ad
9-1B) = (j4s .
— (jis. 9, 4Ad91 B, 0((R9),X3$)]) U’
— (jis •g,—[Adg~-iB,Adg-i6(X}2)])
(j4s .9, —Ad0-1[B, 0(X3b]) e,
— (j4s. —[B, O(X3)]) y. —
y por tanto
8x proyecta a un endomorlismo E~.< en (J1E>xg)/G = ad(J1P) =
p’adP Sea Y,. = q(j3s), u = s(x) y sea ~,. (u, B)ad un vector de la fibra St
(adE>),.. Finalmente se verifica:
= (Y,., (u—[B0(X3
9)])3d)
— (Y,.. [(u. B)3d, (u, ~(2<412))3<J)
— (Y,.. [½ - (u, Wl?~ (2<,) )ad])
— (Y,., [& {2<”},.])
e.
— Ey(YÑJ,
donde hemos utilizado
O(XY) = wv~
~~~
consecuencia directa de la definición de O y de la Observación 2.1.1.
c.q d.
e’
e,
e,
e,
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2.8.4 Caracterización de £22
A continuación vamos a dar una caracterización de £22 directamente en tér-
minos del librado p : 0(P) —> Kl sin necesidad de recurrir a la curvatura
Teorema 2.8.3 La forma 2-forma £12 con valores en p*adf) es la única que
verifica las siguientes propiedades:
(a) Las fibras de p : 0(P) —* Al son subvariedades isótropas con respecto
a ~2. es decir, £22(Y, Z) = O para cualquier par de vectores Y, Z p-
verticales.
(b) Si w~ : 0(P) 0(P) es la traslación respecto a la estructura afz’n del
fibrado 0(P) definida por una 1-forma w cualquiera en Kl con valores
en adE>. entonces
1
= £29 + dvP½+ ..~p* [w w]
2
en donde d~’ es la diferencial exterior definida por la ley de derivación
V (cf. Observación 2.8.3).
(c) Para cualquier 2< E aut(P) se tiene
= Ex o £22,
siendo [7 = o d7 + dv o iy y Ex : padE> —* p½dPel endomorfismodefitido en §2.8.3.
DEMOSTRACIÓN. Primero probemos que la forma £29 verifica las porpiedades
(a)—(c) del enuncuado.
~a) Sean yh Zh son las elevaciones horizontales a PP de Y, Z respectiva-
mente respecto la conexión canónica ¿=. Entonces ir4wio)*Yh = p,q,Yh — 0.
es decir, (írío),Y~. e igualmente (irío).Z¡1, son ir-verticales. Por otra parte,
como O = 0(1),). por la definición de O se tiene
O = (ir
1o)~Y$3 — s,(ir o irío),1$, = (ixo).Y)5.
es decir, Y’~, Zh (y por tanto [yh, Zh]) son ir10-verticales. De la definición de
£29, para Y,. = q(j4s). se tiene finalmente que
£22(Yr,.,Z~,.) = (j4s,Qn(~t,Z;I8))ad (j4s,—0([1Q8ZIJ))ad = 0
u,
e
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e
(b) La 1-forma w con valores en adE> proviene, tal como se dijo en la Obser-
vación 2.8.1, de una forma tensorial W en E> de tipo adjunto. Por otra parte, e
se define la aplicación
IQ: Pp ~> Pp e
como aquella que envía un elemento j4s al 1-jet j4s’, siendo s’ es cual-
quier sección local que verifique s’(x) = 5(x) y s’,(X) = s42<) — w(X)St,.>, a
VX E T,.M, en donde se ha identificado w(2<) E (adE>),. con un campo gauge
a lo largo de w-jx) gracias a la identificación gauP [‘(Al. adE>) (ver Pro-
posición 1.4.6). Es directo comprobar que T0 o R9 R9 o T~ (esto es, es
un automorfismo del fibrado principal q : PP 0(P)) y que it induce el
difeornorfismo r~ en la base 0(P). Por otra parte
(w1o)4T~),X — (s’),(ir),(irio),(TJ,X =
(u0 ftA’ — (s),(w),(-¡rio),X ±w((w),Cwío)~X)g,.>.
De la definición de O, la última fórmula implica que (T~)’O = O + (wío)D. e
Entonces
1(‘lt7£2>, = (T~YdO + 47J)’O, (T~)’O] xxx dO + d(irío)M’ (2 11) e2
1 1
O) + —kwioYW (uio)*ú) + fO, (u~0)M23
e2 2 1
— £2>, + D(ir~0)% + —[(u¡o)’J, (uio)Mj,
2
e
en donde hemos usado la identidad D( = d6 + [O.~] para cualquier forma
tensorial de tipo adjunto (cf. [Ble, Corollary .3.1.6]), siendo D=D~ diferencial
exterior covariante, en nuestro caso definida en el librado PP por la conexión O
canónica K. La fórmula (2.11). cuando se lee como formas en 0(P) con valores
en p (adE>) no es más que el apartado (b) del Teorema. e
(c) Tal corno se vió en la Proposición 2.7.2--ja), la forma de conexión O, y por
tanto su curvatura £2>, = dO+ [O,O], son invariantes por la representación del
grupo AutE> en PP. Esto implica que LX(II£2>, = 0, VX E autE>. Teniendo
en cuenta la identidad de Bianchi Df2,~ = df2,~ + [O,9>,~ = 0. esta invaríancía
por aut omorfismos quiere decir e
O = i~1>(d£2,<) + d(irw£2,c)
—
2V’> ([O, £2>,]) + D(i~(I)£2>,) — [O,iúi>s~2>,] e
— [O(X(1>),£2>,] + D(i~(I)£2>,),
e
e
e
e
e,
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donde volvemos a hacer uso de la formula D4 = d~ + [0, ~j. Si ahora tenemos
en cuenta el Lema 2.8.2 y que la identidad de Bianchi D=X= O leída como
formas en 0(P) con valores en el adjunto toma la expresión dv£22 O (en
efecto, véase la Observación 2.8.3) podemos concluir finalmente que
L~£22 = dv(ix~%) = E~ o £29.
Una vez se ha comprobado que 9~ verifica las condiciones (a)—(c), sólo
queda ver la unicidad. Sea =9 una 2-forma en 0(P) con valores p’adP que
verifique las propiedades del Teorema. Tomando coordenadas en 0(P) como
las introducidas en §2.2 e imponiendo la condición (a), la diferencia =2 — 09
puede ser escrita
=9 — £29 = (<P~dV A dÉ + tdx~ A &4~) 0
para ciertas funciones <P?k, ‘II E 0~(0(P)). Si w = fgdz O es la
expresión local de la 1-forma cc’, es sencillo comprobar que las ecuaciones de
la traslación y> : 0(P) —+ 0(P) son
(2.12)
La condición (b) del teorema implica ~‘(& —£29) = =9 — QQ, que expresado
en estas coordenadas es
o w.jdx’ A dÉ + (‘It o ‘r~)dx’ A d(< + ffl) O Be, (2.13)
= (4’~dx’ A dÉ + ~dV A dA~) o Be,.
para cualquier elección de funciones ff E 0~(Al), 1 =k < u 1 =¡3 =m.
De esta igualdad se deduce directamente que IJ’~Jk o r~= ~I’~,y tomando
~ funciones constantes, que <P~k 0 <P~. En vista de (2.12), se puede
concluir por tanto. 4j~, <P?k E C~(¡Ví), Va, ¡3, j, k. Entonces (2.13) se
reduce a
A d<= 0, Va. (2.14)
Si fijamos unos índices k0, i0, ¡3 y tomamos ahora ff = t~¿~z~o, la igualdad
(2.14) implica tP~W 0j# i0, para cualquier a,.k0, io, ¡3 y por tanto se
concluye que
A dÉ) <) Be,, %\ E 0
0<M),
uU
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e-
esto es. =2 — £29 es una 2-forma en LVI con valores en adP. Para finalizar, si
2< E autE> y 2<’ = ir,X. la condición (c) afirma que a’
— £22) ‘Ii- o (=~— £29). (2.15)
Si se toma en particular un 2< E gauE>, entonces 2<’ 0 y tenemos Ex o
(=9 £29) = 0. De la definición Ex (ver §2.8.3), obtenemos 0
[=2 —£29. {X}] = 0, <Y E gauP.
a
Esto es posible únicamente si (=9 — £29),. toma valores siempre en el centro
de (adE>),. para todo x E ¡VI. Entonces, el segundo miembro de (2.15) es —
idénticamente cero y por tanto nos queda L~(=9— £29) = O para todo 2< E
aut(P). o si se quiere. en vista de la suceción exacta (1.15). para todo 2<’ E
1(M). Esto sólo es posible si =9 — £29 = 0. e
c. q. d.
e
Observación 2.8.5 La expresión local de la forma £29 en las coordenadas
definidas en §2.2 viene ciada por
e,
£29 = {dA7 A ir-’ + c~7A~?A~dx~ A dxk}ÑBe,. (2.16)
O
En efecto basta comprobar que así definida £29 veriflea la caracterización del
Teorema 2.8.3, tal como se hace en [CMI).
O
2.9 Estructura hamiltoniana asociada a ~2 e
Estudiemos primero la polaridad asociada a la forma %, esto es. la aplicación
e
x : §1(0(P)) -“ T’(0(P)) ®p’adP
u’
dada por y(Y) = iy£29.
Un elemento ir E fl 0(P)O(adP),. es una 1-forma con valores en (adE>),...
Como p : 0(P) —> Kl es un librado afín modelado sobre PM JadE>, el subli- e,
brado vertical del T(C( E>)) se puede identificar con el pull-back de §1’ Kl QadP
por la aplicación p, es decir, e,
V(0(P)) = p* (§1* ¡VI ~ adE>) = 0(P) tI (PM it; adE>).
e,
a
a’
a
e,
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Por tanto, la restricción de w a X/r~(0(P)) define de manera natural una
aplicación lineal
ir : End(adE>),.,
o lo que es lo mismo, define un vector tangente en £ E Al con valores en
End(adE>),.. Caractericemos ahora la imagen de la polaridad x.
Proposición 2.9-1 Con la notación anteriormente introducida, la aplica-
ción ~ es-un inonornorfismo de librados vectoriales sobre C(P) cuya imagen
está formada por aquellos covectores -ir tales que Im(mD) está contenida en los
múltiplos escalares de la identidad: es decir, iD E T,.A/f.
DEMOSTRACIÓN. Sea
un vector tangente en F,. E 0(P). De la expresión local de £29 (formula
(2.16)), se obtiene
y(Y) = (c27VA~jA(dx’ + ><dx-’ — A’dA?)r ® Be,.
Se (leduce directamente que kerx = O y que
x(Y) = ~‘ (St
por lo que x(Y) es un vector tangente.
c, cj.d.
Estudiemos a continuación la ecuación de Hamilton (véase, por ejemplo,
[MR, Definition 5.4.1]) que define la forma £29
iy£29 = drIl, (2.17)
para Y E 1(0(P)). siendo dr la diferencial exterior con respecto a la ley
de derivación canónica. Al ser £29 una forma simpléctica con valores en el
fibrado vectorial p*adP, el hamiltoniano U ya no es una función diferenciable
como en el caso clásico, sino que U es ahora lina sección de dicho librado.
Como padP es el librado adjunto del librado principal q : PP ~ 0(P)
(Proposición 2.5.1). las secciones II vamos a entenderlas en lo que sigue
como campos gauge del librado J’P — 0(P) a través de la identificación
gau/
1 E> = [‘(0(P), p’adP) (Proposición 1.4.6).
e.
e
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Proposición 2.9.2 Para dimO > 2 las parejas (Y, 1-1) que verifican (2.17)
son de la forma a’
con 2< E autE>. en donde (X(1))r denota la partc vertical del campo <1>
respecto a la conexzon canónica ~; i.e., (X(1))t — 2<0> (2<< =
a’
[DEMOSTRACrÓN. Sean
¿9 ¿9 e.
hIxxxxh~®Be, (2.18)
3
las expresiones locales de Y y Il respectivamente. Téniendo en cuenta la u’
expresión (2.16). se obtiene
-\ — e
iy£29 yj3A>4/fkdxi + fdx’ — [dA?) o Be,.
Por otra parte. considerando ahora la expresión de la ley de derivación ca- e,
nónica (2.10). tenemos
dvH (dM ±c?0A7h’dx’) 2$ B~ e
Igualando las dos últimas expresiones, obtenemos la ecuación de Hamilton
(2.17) en coordenadas, la cual se expresa mediante el siguiente sistema de —
ecuaciones diferenciales:
3M a
— DA] Va,¡3= 1 m;j = 1.... a. (2.19)
.12 = DM ±c?0A?h4+ c~Aj~A7fk (2.20) —
Directamente de (2.19) se deduce a’
Df ________
— DA~DA’3 =0. Vjk,Va~¡3. (2.21) —., k
esto es. las funciones /C no pueden ser arbitrarias y además [ E C~(Af). a
1 < j =rí•. lEs sencillo ver que el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
(2.21) es completamente integrable y que sus soluciones son de la forma
U’ = —ft4? — f, 1 < a < m (2.22)
e,
e,
a
a-
e,
2.9. ESTRUCTURA HAMELTONIANA ASOCIADA A % 49
para ciertas g’~ E CtM). Si sustituimos estas condiciones en (2.20) se tiene
= —~ + c~ 4%4 — afkAe, (2.23)3w5 -~ 3w5 k
Basta observar las expresiones (2.3) y (2.18) para concluir que Y = 2<c, con
2< f’ (3/&r~) ±g0Be,.Por otra parte, para j4s E q3([’,.), u = -s(z), de la
definición de 0 (§2.7) y de las coordenadas A? (2.1), tenemos
2<’, — (w,Xj’~ = (f1A?(f) ½“)0 te,.
Entonces (X~~>)¾~ (O(X9~))~ = (fiA
7 + g~> O be,, por lo que de (2.22)
se concluye que H (X(i))~
c. q. d.
Observación 2.9.1 Si dim U = 1, el paso (2.21) de la anterior demostración
no puede darse. En este caso, la expresión local de la ecuación de Hamilton
(fórmulas (2.10). (2.20)) toma su forma usual de la mecánica clásica
- Dli
(2.24)
la cual no impone ninguna restricción sobre el hamiltoniano II = hQB. Para
cualquier h, el sistema (2.24) tiene solución. De hecho, para dimO = 1. el
rango del librado adE> es 1 y entonces la Proposición 2.9.1 nos asegura que
la polaridad y es suprayectiva. Por tanto cualquier dvK es la imagen de un
campo vectorial Y.
uu
e,
O.-
e
e,
O
a
e.
a
a
e,
e,
e,
e
a
a
a-
a
a
a
a
e,
Capítulo 3
Invariancia en PP
3.1 Formas invariantes en PP
Definición 3.1.1 Dado un librado principal ir : P —~ Al, se dice que una
r-forma diferencial E~ de .J’ E> es invariante por transformaciones gauge infi-
nitesimales (abreviadamente, gauge invariante) si
LX(1)r 0, (3.1)
para cualquier transformación gauge infinitesimal 2< E gauP., siendo 2<(1) el
levantamiento de 2< al fibrado jif) (véase la Definición 2.6.3).
El conjunto de formas gauge invariantes forma una subálgebra de £2 (J1 E>)
que denotaremos por gauP
Análogamente, una forma E, E SY(.J1E>) se dice que es invariante por auto-
morfismos infinitesimales (abreviadamente, autP-invariante) si la identidad
(3.1) es cierta para cualquier 2< E autE>.
El conjunto de formas autE>-invariantes forman lina subálgebra de ttIP que
denotaremos por
Proposición 3.1.2 Riel grupo estructural U es conexo, un forma diferencial
~, dc JiE> es gauge invariante si y sólo si
(4’t% — ~,. (3.2)
para cualquier 4’ E GauP.
51
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DEMOSTRACIÓN. Evidentemente si (3.2) es cierto V4’ E GauP, como
d e.
dt
e,
siendo 4’~ el flujo de 2< E gauP, se cumple (3.1) y tenemos que ~, es gauge
invariante. Viceversa, si tenemos Ly(1)Er = 0, por (3.3), se cumplirá que
e,
= E,.VÉ E R. (3.4)
Dada una transformación gauge 4’ E GauP arbitraria, en virtud a la Propo- —
sicíon 1.4.4. queda determinadada unívocamente una aplicación 4’ : E> —> U
equivariante frente a las acciones de U en E> y en sí mismo por conjuga- —
ción. Debido a que la expresión (3.2) representa un propiedad local, pode-
mos suponer que estamos en un abierto trivializable <i(tJ) ~ U x U. Es
conocido (véase, por ejemplo, (Var, Remark 2, p.88]) que en un grupo de —
Lie, la imagen de la función exp genera la componente conexa de la iden-
tidad (o el total si el grupo es conexo). Por tanto, localmente <P(z, e) se e,
puede poner como exp~1 . ... . exp~., para cierto k, con ~ E C~(t¡). Sean
U —r adE> w 1 = i < k. secciones del librado adjunto. deinidas como
y¿x) ((x. e), ~Á(X))ad. Por la Proposición 1.4.6, cada y~ representa un cam-
po gauge en ir~i(U) y es sencillo comprobar que su flujo {4’~.~}±~verifica
t1 (w, e) = exp~, 1 =i < k. Por (3.4) se tiene —
(4’(i>)* = (4’W)* . . . (4’7fl’E, —
e
concluyéndose.
c . q. d.
3.2 Ejemplos
Ejemplo 3.2.1 Sea v~ una -r-forma diferencial en la variedad base i’i. En-
tonces. para un campo 2< E autE> arbitrario, tenemos O
Lidi) irjVr = 71% t(ri» ~i) 0r, e,
pues t1> es iri-proyectable. siendo ir
1 : .J
1P — Al. Corno irí = ir oir~ y
(irío),2<(1> 2<. tenernos entonces
e,
LX(l)iriVr = iri(Lr.xv4. (3 5)
e,
e.
e,
e,
e,
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En particular, si 2< E gauP. ir~X = O y tenemos que L~(í)wv,. = O, es decir,
el conjunto w£2(AI) {-iru u E £2(A’fl} G W(J’(P)) es una subálgebra
dc 1(1>
Ejemplo 3.2-2 Sea O la forma de conexión canónica del librado q : J’P —
CE> (cf. §2.7) y sean O~ 0m las formas de contacto estándar asociadas a
la elección de una base {E,. . . , B~} de g (es decir, O = O~0 Be,). En virtud
de las Proposiciones 2.7.2—fa) y 3.1.2, tenemos
= O. V2< E autE>,
es decir, las formas de contacto estándar son formas autP-invariantes y en
particular gauge invariantes.
Ejemplo 3.2.3 Debido a que la derivada de Lic conmuta con la diferencial
exterior, si 3,. es una forma gauge invariante (resp. autP-invariante),la forma
es también gauge invariante (resp. autP-invariante). Las subálgebras
‘ga~jP y autP
son cerradas bajo la diferencial exterior.
Ejemplo 3.2.4 Sí £2,. es la forma de curvatura de la conexión canónica y
son sus componentes respecto de la base {B1 Bm} de g (es decir,
9,. £2’~ -Ñ Be,). entonces, de la misma definición £2>, = dO 4- ~[O,O~, tenemos
1
(20 =dO~+go3e,O
4AOt (3.6)
Por los Ejemplos 3.2.2 y 3.2.3, se concluye que las formas (20, < a < m.
son formas autP-invariantes y, en particular, gauge invariantes.
Con los Eiem}Áos 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.4 podemos construir unos subconjuntos
especiales de ‘gan? y 1<1> respectivamente. Sean
ant?
= ir7£2(Al){01.... , 9”~,£2’, . . . £2”’], (.3.7)
esto es, la subálgebra de £2(J’P) formada por expresiones polinómicas en
las formas O~, 12<>, 1 < a < m, con coeficientes en irtf2(M), y
Á1~~= R[01 (3.8)
uu
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e
la subálgebra de ~tj’p) (le expresiones polinómicas en las fornías 0<>. 12<>,
1 < a < m. con coeficientes reales. Se tiene e,
•,4(1) cz.f’~ A1> cf’>
gan? — gan?’ ant? — ant?
a
y nuestro fin en las siguientes secciones será el de probrar que estas inclusiones
son igualdades estrictas.
Observación 3.2.1 Puede ser útil notar que los conjunto AQ~ y ÁIQP —
pueden representarse también como
a
At1> —w~£2
gan? — (¡VI)j01 Orn, dO1 dOtm],
a
A~> —R[01 ~
ant? —
es decir, están generados por las formas de contacto estándar y sus diferencia- 0
les con coeficientes en irt£2(IVf) o en IR. respectivamente. Efectivamente, en
vista de la expresión (3.6), se trata de un simple cambio de base de álgebra.
aLa ventaja de esta última representación estriba en que muestra manifiesta-
mente que estos conjuntos son cerrados frente a la diferencial exterior.
e,
3.3 Formas gauge invariantes en PP
u’
3.3.1 Coordenadas normales en U
e,La fórmula de Baker-Campbell-l-Iausdorfl relaciona la multiplicación de ex-
ponenciales en un grupo de Lic U con cl corchete de Lie de su álgebra g a
través de la siguiente fórmula (ver por ejemplo [Var, §2.15]): —
expX . expY exp0(X : Y).
e,
Con ¿(2< Y) Z7~ c’,(X Y) siendo e,, = c,,(2< : Y) la sucesión definida
por la lev de recursion
a
(it + 1)c,~, — Y, c,~} + ~ ~ JQ[c~-
1. [. . , [cg.2<A + Y]
2 2p=nk
1± +kí~=n e,
con Co = 0. siendo K2~ determinadas constantes racionales. En particular
1 a
co(X : Y) = 0. c,(2< : Y) = X + Y, c9(X : Y) = ~ [2<.Vi (3.9)
e,
mR
a
e.
a
Da
y
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nl
c4X : Y) e ~(n>—itt k , [o,o]
Si {B1.... Bm} es un base de g, sabemos que la exponencial define un
sistema dc coordenadas (y’,. . . y”~), llamadas eoordenada.9 normales, en un
entorno Y de la unidad por la condición
y = exp(y<>(g)B<>), gEV. (3.10)
Sí g,hEVy
Sea {Bi...
gli e V vamos a obtener un expresión para y
0(g.h), 1 <a <m.
Btm} la base dual a {B,... , y sean
2< = Y = y0(h)Be,. (3.11)
Entonces
if(g. It) YRY(expXexpY)
= g0(exp 0(2<: Y))
= B<>(C(X:Y))
= E B<>(c,ÁX : Y)).
acM
Teniendo en cuenta las fórmulas de recurrencia (3.9), las expresiones (.3.11)
y que c~(2< : Y) E ~(<» tendremos
B<>(c~(X : Y)) = E Qrbyi(g)aI ... ~m(9)am~i(/~)bi. . .
a,bCMm,~a~±~b~=n
en donde a = (ai a~) E Hm, faf = Z’i1 a~; para ciertas funciones
polínomicas <S~b (bastante complicadas) de las constantes de estructura. Por
wmodídad denotaremos
= yi(g)di ... ym(g)Om
Entonces
E
n¿M a,~cMm,~al+~b,=
1n
CabY(9YJ(h).It) = (3.12)
uu
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e.
En particular de (3.9) se deducen las siguientes expresiones que seran nece-
sarnas más adelante: e’
1
= 0. = = 67 ~GWí>= ~ (3.13)
u-
¡3)
en donde (3) denota el elemento (0 y. . . , 0) E N”~.
e,
3.3.2 Notación
eSea Y. y0), 1 =j =it = dim Al 1 < a < rn = dimO, un sistema de coor-
denadas fibradas en E> y sea (xhyty,3) el sistema de coordenadas inducido
en el librado J’P (cf. §2.4.2). e
Sc llama multi-índice de orden it a un elemento cualquiera Ef E N”. Se
dice además que el multi-índice es booleano si toma valores en {0. 1 }“. es
e,decir, sus componentes son unos o ceros. Si H = (It, It,,), se denota
e.
Si Ef es un multi-índice booleano de orden it. se denotará por dz~ a la
expresión formal o
dxH = (dwí)~~ A ... A (dx~~)h~~.
en donde O
(dwt)i=dzt 1<i<n. e.
y (dÉ)0 quiere decir simplemente que este término se omite. Por ejemplo,
sí it ~ y II = (1.0. 1), se tiene que dxH representa a Ir’ A dA. Nótese e.
que dxH es una forma de grado H¡. De manera análoga, para un índice a
fijo, 1 < a < tu. y otro multi-índice J<> = U? - j~) booleano de orden it, se
denotará —
A ... A
e.
que es una forma diferencial de grado ~<J<flen PP
Fu general, si se tiene una forma Er de grado 7’ en PP. la notación
de multi-índices booleanos nos va a servir para dar su expresión local de la u’
siguiente manera:
>1 fíxíijr.jmdzt’ A dy’ A (dg’»” A... A (dym)Jm
H’-{- 1
e,
e
a
u’
e,
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para ciertas funciones fHIJl..Jm de .J’P, en donde todos los indices en ma-
yúscula son multi-índices booleanos, de orden m para 1 y de orden it para
J~, J’ ]~. Es evidente que toda forma 3, E Q’(J’P) se puede escribir
en coordenadas de manera unívoca de la forma anterior.
3.3.3 Estructura de I~’~
gau P
Lenta 3.3.1 Consideremos el fibrado trivial ir : Al x U —+ Al. Sea E una
forma gauge invariante en ji(Al x U) y sea
LVI ——>Al x U, 5(x) (x,1),
la sección -unidad. Si c5~50 E (Á~~ )g~> Vw E LVI, entonces E E At>
gan?
DEMOSTRACIÓN. Seas(z) = (w,a(-x)) unasecciónarbitrariadeir: LVI xU -e
LVI y sea 4> la transformación gauqe dada por 4’(x, g) (x, a(z) .g). Tenemos
que 4’ o = -s. y como consecuencia de la Proposición 3.1.2,
siendo 4’ = 4’-~ Entonces,
=
Por la invariancia ga-uge de las formas irv, -u E £2(Al), 0<>, (2<>, 1 < a < un,
tenemos que
— (g>~p)g3.
Entonces,
~ =(4’ (í>)~(E¡~~~) E = (ÁZp)5i3,
para cualquier seccion s, lo que finaliza la demostración del Lema.
c. c1.d.
Lerna 3.3.2 Consideremos el filmado trivial ir: ¡Vi x U —~ Kl y fijemos una
base {B1 B~e,} del álgebra de Líe g. Sea s~ : Al —* Al x 0, s0(x) = (w. 1).
la secetón unidad. Las expresiones locales de las formas de contacto estándar
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u
01 O~ y de las componentes (21 QTO de la curvatura (cf fórmula 3.6)
-1a lo largo (le g ~o respecto al sistema de coordenadas (w’, y<>. yfl~ 1 < j =it,
1 < a _ un inducido e-u. J1 (Kl x U) por las coordenadas normales (cf. §3.3.1)
son. respecti-van¿ente,
a’
(0<>)¿¡isa = (dyflgi
80, (3.14)
a-
= (d& A dy~)5i80, (3.15)
a’
con a = 1 ¡it. ¿rE A!.
DEMOSTRACIÓN. Sea (y’, “‘) el sistema de coordenadas normales aso- a
ciada a la base {B’ B”~} de gen un entorno de la unidad (ver §3 1) y
sea (xi. y<>: y». í < a _ m 1 < < it. el sistema de coordenadas inducido a
por (x-’. y’>) en J1 (Al x 0), es decir, y9~s) = (DQÍ o -s)/Bx~)(x) (cf §2.4.2).Cada forma 0<>. 1 < a < rn. es de contacto (véase la Observación 2.7.1), y
por tanto es combinación lineal de las formas
dy4-—yj-dx~, l<3<m, a
generadores del ideal de contacto del librado de l—jets (cf. [Kr2]). Es decir,
se tiene —
0<>— f<>(dy4 — ¿7daA). 1 < a < un. (3.16)
e,
para ciertas funciones 1]. 1 < a ¡3 < tn de JjNJ x U). que evidentemente
cumplen
e,
= O<>(D/0y4).
u’Por la definición de O (fórmula 2.7.1), como
(i,o)*irdD/0g3) = (i,)~(&/Dy’) = 0, —
-itenemos que O(D/Dy~) en un punto ts E .J1 (Al x U) depende únicamente de
s(x). es decir, las funciones f~ no dependen (le las variables 1 < J ~ n. —
1 < a < un. De hecho sí considero un ~s E .J’(A-i Y 0), s(x) = (x,g), tal
que g pertenezca al entorno de coordenadas normales elegido y llamo o
= 0Q9/0y4) E 9,
e,
a
a
e,
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la definicion de O implica
en el punto (x, g) E Al x U. Las coordenadas normales del flujo
g ~ g . exp(tK4)
de (Ko)* son (cf. fórmula 3.12):
y<>(g . exp(t K3))
- >3
ube Nm,a~+~bKn
~t
0~y(g)0y(exp (tK
3) )b
ube
Así. en el plinto (ir. g). se tiene
(~~) (1erg)
—L C<>0y(g)01=3
oC Mm (8) (~,g)
en donde (K% it?) son las coordenadas de k~ respecto a
escogida. Por tanto
la base de 9
(3.17)
ce
Si defino la matriz cuadrada
F(g) = >3 qY( >y(g)”
dF
la igualdad (3.17) se reduce a
1 <a. v < ~n,
P]’K=33.
Por la expresión (3.13), F~(1) = = ¿3, es decir, F(1)
hay inversa en un entorno del elemento neutro 1 e U. En ese entorno
fJ = WjA/Oy» = 1<3 = (Ffl.
= íd y por tanto
0y (g . exp(tK~)))
(x,g>
>3 C<>~ >v(g)CKjj( = 63.
(3.18)
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u
A lo largo de la sección unidad, de las fórmulas (3.16) y (3.18) obtenemos
= (dy<>)1450, V;r E Al.
Por otra parte.
dO’~ = d(U’)~ A (dg4 yj!dx-)—(Ffl3dgA dx-’.
e,
e’
e.
Como dM’ = —F--’ . dF . y [“(1) = Id, de la definición de E. en el
elemento neutro se tiene
ti ( F -1) ~
¿ya (1) = ~‘W——-—-(1) = -(iyi = —%j(J) =g=I (j~: Mm
en donde hemos hecho uso otra vez de (3.13). lEn definitiva.
1.(d0fl
1i50 = —c~4dy~
O
A dg
4 + d< A
a
y entonces
1
+ —c1~,O4 A O~)
= (dw3 A dyj’)p~
0.
Teorema 3.3.3 Sea ir : E> -e Nf un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexo U. El álgebra de formas aauae invariante-sc, ea
en PP está generada por las formas 0<>. (2<’, 1 < a < m. = dimO, sobre
ir792(Al). Es decir,
4k = = Ñ£2(M)[O’... Orn. KV.... £2”’].
(cE §3.2Á.
DEMOSTRACIÓN. Como la propiedad de invariancia gauge es tina propiedad
local. podemos consie[erar que estamos en un abierto fibrado lo suficiente-
mente pequefio para que E> sea trivializable. Por tanto se puede asumir que
el librado es trivial, esto es, E> = Al Y O. Entonces, de acuerdo con el Lenía
3.3.1. únicamente hay que probar que cada forma qauge invarxant.e es un ele-
mento (le Á~’> lo rgo de la sección [so, siendo so(x) = (x. 1) la secciongaúfl a la
unidad <lúAf Y U — ¡VI.
60
5,
e.
1
e,
= (do<>
e.eí. d.
e,
a
u’
e.
e,
a
a
a
a
a
e,
e,
a
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Primero obtengamos la expresión local de la subida X(í> de cualquier
2< E gauP. Como estamos en el caso trivial, todo 2< E gauP es de la forma
B. con B = MBe,, ir E C~(LV1. g) (ver Proposición 1.3.5). Por la definición
(le B,
d
t=o
(¿r.exp(tB) . E = h<>B<>. (3.19)
De la fórmula (3.12) tenemos
ujjexp(tB) g) = >3
bac M~
(thrn)bmy(g)a
y derivando respecto t en t = 0,
= >3 c;> h$½r(~>)
ac N”~
Por las fórmulas de levantamiento de campos vectoriales de un librado a su
librado de 1-jets (ver por ejemplo [Sau, p.1.3.3j o [Mu]),
rl> —>3 Q2~0»~It4y(q)«
>3
oc
er (ahí y (y í~<0)a k 8x5 ) o+
(3.20)
en donde a — (y) denota la 7it-upla (ai,... , ~ —1 a,,,).
Consideremos ahora una ¡‘-forma E,. gauge invariante. Localmente, se
podrá expresar como
>3
H + 1 + J’ 4- b j’n =r
fpíui..jrndwíl’ A dy’ A (dv!)» A... A
en donde se ha utilizado la notación en niulti-fndices booleanos introducida
en §3.3.2. Fijemos un ¿r~ = (4... , w~) E Kl y un índice d E {1 - it)> y
sean
= — ~d)9 fi’ = 0,j > 1,
5,
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en la definición (.3.19) de X E gauE>. Teniendo en cuenta la expresión local
(3.20) deX~’>. en j1s0 se obtiene
(Ly(l>f)1i80 = 0.
= 6?6]dxd,
a’
(L~(udy<>)Ji80 xxx 0.
para cualquier f ~ 0~(J’P), a E {1 mJ, j E {l.. .. Luego la
conclic ión
(Lxo1i~41180 o
se escribe localmente como
O (f11iji.jrnd¿i< A dy’ A (dyY1 A ... A (dy44—’ A (dzá< A
A... A (dy4)”~ A (dy2)J2 A . . . A (dymjrn)g sQ•
Por tanto. si hd = O y j~ = 1, entonces f~í.j~.<jm(j~
0so) = 0. Como A es
arbitrario, concluimos que fn¡ji.jm ji3, = O siempre que exista un índice d
e,tal que h~ = O y jJ 1. Esto nos dice que a lo largo de la sección fi so:
(Al) Cada componente (dpI)1t aparece siempre acompañada de (dx4)230. a
Elijamos ahora, para un índice d > 1 lijo
e,
It’ = (¿rl — wi)(xd — = 0,] > 1,
a’
en la definición de 2< de la fórmula (3.19). De la expresión (3.20) obtenemos
entonces
(Ly(I)f)145, = 0.
= 65~dz
1 + ¿~>6~dwd.
e
= 0.
(L~(l¡dy<’)p~ = 0.
a
y la condición de invariancia gauge (Lxw~, = 0) en j4,so es
e,
0 (fHJJí..jmdxH A dii’ A (dXdY! A (dyB32 A... A (dy2W~ +
-1
fHzjI...JmdZM A dy’ A (dy»’i A ... A (dyy
1yY-’ A
(dx1)~ A (dy{~,)4-i- A - . . A (dyW)~~ ~ e,’
e
e,
u’
e,
e
a
e,
a
e,
O
a
e.
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Por tanto, si
(1,jJ,. . . ,j~
1,0,j$1 jI)
y
ji (0j4 .. ~ jI),
se verifica:
fíylji..jm(j405o) = f~Jjijm(J
1>5o).
De acuerdo con esto se tiene:
(A2) Si (E,.)~
1’50 tiene un sumando de la forma (E,.2 Adx
1
(E,.)~
5150 contiene el sumando (E,2 A dxá A dyJ)151 ~
d = 1 it un indice cualquiera.
entonces
y viceversa, siendo
De las afirmaciones (Al) y (A2) se deduce entonces que cada (dy~)~5i90 pro-
viene de un sumando
(E,.2 A dx” A
Sustituyendo el índice 1 por 2 - m. sucesivamente en la definición de las
funciones hi. hrrt y recordando las expresiones (3.15), (3.19), las afirmacio-
nes (Al) y (A2) nos permiten concluir que a lo largo de la sección unidad. la
forma E, se escribe
= (fuis, ,--.,jmd¿r” A (O’)ul A ... A (Qtm )¾nA
A . . . A (etim) ji so
lo ~ termina la demostración gracias al Lema 3.3.1.
c.q.d.
3.4 Formas autP-invariantes en PP
Lerna 3.4.1 Sea
ir7w11, ,--.,Sm A (gi)ii A ... A (O~ )im A ((21)ii A ... A ((2Tfl)ir
I,~i. ‘u
(3.21)
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e.
una ¡‘-forma perteneciente a r < it + nm = dim 0(P). con
ge,,,?, —
5,
WII,j E £28(Al),
en donde ji, Jrn E N e 1 es un multí-indice booleano (cf §3.3.2). Entonces: U’
(1) Los sumandos que verifican e
a
son nulos.
(2) Elinúnando los sumandos anteriores, s,. = O si y sólo si w,rI,»,, = 0. —
Vji Jrn EN, VI.
a
DEMOSTRACIÓN. Consideremos que estamos en un abierto trivializable de
E> y trabajemos con las coordenadas que hemos utilizado en la demostración a
del Teorema 3.3.3. Veamos primero que un sumando
~j1i ni = irw
11, ~ A (Olnl A . . . A (OTflym A ((21 »‘ A . . . A ((2rn)Ji
de (3.21), o la propia expresión (3.21), es idénticamente cero si y sólo si
e,
es cero a lo largo de la sección unidad j~50 (siendo ~o(’) = (x, 1)). En
efecto, tal como se hizo en la demostración del Lema 3.3.1. dada una seccion
s(x) = (r.o(x)). como las formas de A~2UP son gauge invariantes, se tiene u’
~Uji jmLjls =
a
para la transformación gauge ‘I’(w,g) = (x, cr(¿r<í . g). Como 111(1) es un
difeomorfismo. E
111,1~ gi. = O si y sólo si •z1Ñ ,.~, K’~e, = 0. Al ser s una e.
sección arbitraria, se concluye. Por tanto basta estudiar lo que pasa cuí tu.
sección unidad.
a
Para el apartado (1) de la Proposición, considero las expresiones locales de
0<>. (2<>. 1 < & < un, a lo largo de la sección
5o (fórmulas (3.14) x (3.15)). Así
obtenemos que e.
= (irw¡
1, Sm A (dyí)ZI A . . A (dy”’)~’u A
(dw3’ A dv],»’ A ... A (d:r3’u A
e,
a
a
e,
a
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Esta expresión es evidentemente cero si
grado(wr51g)+jí+...-i-j~, —
r—(ii+...±irn)—(ji+...+jrn) > n=dimAl.
Para el apartado (2), si E,. es cero, a lo largo de la sección unidad tendremos
~ j’so >3 (irw01 ~ A (dyí)iI A . . . A (dym)im A (3.22)
Iji 3m
(dV’ A dy~»’ A ... A (da»” A dy~flim)LI~ = 0.
que implica que cada sumando s11, ~ U’ ~ debe anularse. Quedémonos con
uno de esos sumando y supongamos que, como consecuencia del apartado
(1), se verdica
Tomemos la expresión de w111 .I~ en coordenadas:
= >3 f,, ¡8dw” A ... A dx’~, f, ~ E C~(¡UI), (3.23)
en donde s = r (u + ... + t~) — 2(j, + . + jrn). Fijemos unos índices
Como s±y~+...+Á =it, podemos elegir otros índices k1 k1.
con 1 = L + ... + j~ tales que
dxliA...A&+AdxkI A...Adwk #0.
Teniendo en cuenta las expresiones (3.22) y (3.23), podemos asegurar que
~flji.-..jm¡j~So tiene sumandos de la forma (salvo signo)
(flc¿odx’? A... A A dÉ’ A... A dÉ’ A (3.24)
(dy1)” A... A (dyrn)im A dy~ A... A dy~) p~.
para ciertos índices It,. .... h~. Para cada eleción de hi h~, la forma
tendrá únicamente el sumando (3.24) con esa combinación de 1-formas dx’K
dy~. por lo que debe anularse. Eso sólo es posible si f¿o¡o. Como los
índices 1?. son arbitrarios, se concluye que w
15, m = o~ para todo J.
ji, ...-jrn.
c.q. d.
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Teorema 3.4.2 Sea ir : E> —~ Al un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexo U. Supongamos que la variedad base NI
es conexa. Entonces, el álgebra de formas autE>-ínvariantes ~,jiE> está
generada sobre los nilmeros reales por las formas 0<>, (2<>. 1 < a < -un —
dimO, es decir.
tut? =A~1> 11<0’,..., , 1§~rn] 5,ant? — orn (2
DEMOSTRACION. Sea E, lina forma autP-invariante. En particular esta
U’
forma es gauge invariante y por tanto, en virtud (leí Teorema 3.3.3, se puede
escribir de la forma
e.
ww
11, -,,~ A (0’)”’ A . . . A (Otm )lrn A ((21)J~ A ... A ((2fl1)Jn~
f.ji
al
para ciertas Wí.5,....ú~ E £2s(M) s = r — (i~ + ... + i~) — 2(ji + . .. + jrn),
en donde 1 = (u..., k) es un multi-índice de orden un. Consideremos que
todos los sumandos verifican la propiedad (cf. Lema 3.4.1—(1))
Como las fornías 9<>. (2<>. 1 < a < ni son autP-invariantes (cf. Ejemplos
a3.2.2 y 3.2.4). la condición de invar~ancia por automorfismos infinitesimales
de E,. se escribe como
a
O = > L~<,}ir%11, -,,~) A (0i)ii A... A (9tm) ‘u A (e’)” A -.. A (etm)5’u.
‘Ji
e,
La derivada de Lic conserva el grado de formas, por lo que todos los sumandos
siguen verificando la desigualdad
r— (i, 4-... +i,.<>) — (j, + +~,n) =o.
O
En virtud (leí Lema .3.4.1—(2), se tiene que
Ly(í) (irw,
41. -~) = 0, VI, Y», . . . fe,. (3.25) 0-
Pero
L~~1> (inw,w,... jm) = ir(L,r,xwiúi
a
a
u
e,
u,
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~cf. (3.5)), por lo que la condición (3.25) es equivalente a L,-.xwz,1, = 0.
(‘orno el campo 2< E autE> es arbitrario y ir~ : autE> X(KÍ) es suprayectiva
(ver la sucesión (1.15)) tenemos finalmente que para cada 1, j~ -
Lx’w¡~, = 0, VX’ E X(M).
Esto sólo es posible si w1,11 ~ es una función localmente constante. Como
II es conexo, tenemos que la forma 3,. tiene la expresión
— >3 Ah, 4~(0í»í A . . . A (9rn)~~~ A (&y’ A . . . A
I,j~ 3m
para ciertos escalares A1,~, ,¡m E E. es decir, 3,. E
c.q.d.
uU
e
a’
e.
e,
O
O
e-
O
a’
e.
a
O
a
e,
O
e
e,
e,
e.
e,
e,
Capítulo 4
Invariancia en C(P)
4.1 Formas invariantes en C(P)
Definición 44.1 Sea ir : E> —> Al un librado principal arbitrario. Se dice
cine una ¡‘-forma diferencial ~, de 0(P) es invariante por transformaciones
gauge infinitesimales (abreviadamente, gauge invariante) si
Lx<, = 0, (4.1)
para cualquier transformación gauge infinitesimal 2< E gauP, siendo Xc— el
levantamiento de 2< al librado de las conexiones (cf. Definición 2.3.2).
El conjunto de formas gauge invariantes es una subálgebra de £2(0(E>)) que
se designa por ‘gauP~
Análogamente, una forma ~, E £2~(C(P)) se dice que es invariante por auto-
morfismos infinitesimales (abreviadamente. autP-invariante) si la identidad
(4.1> es cierta para cualquier 2< E autE>.
El conjunto de formas autP-invariantes es una subálgebra de ‘ganE que se
dem>ta por ±antfl.
Proposición 4.1.2 Riel grupo estructura/U es conexo, -unforma diferencial
~ dc 0(P) es gauge invariante si y sólo si
(4>c)*~,. =
para cualquier 4> E GauP.
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U’
DEMOSTRACIÓN. La demostración es similar a la de la Proposición 3.1.2.
Basta sustituir todos los levantamientos $1), 4> E GauP. por las aplicacio- 5,
nes 4>~ y los campos X’~1>, X E gauP, por los campos 2<c-. para probar el
resultado.
MW(t(j.d.
Ejemplo 4.1.3 Sea w,. una ¡‘-forma diferencial en la variedad base Al. Para 0
un campo 2< E autP arbitrario, tenemos
e,
Lx
0p
4w,. p*L~yw,.
pues 2«< es p-proyectable, siendo p: 0(P) —~ Al el librado de las conexiones. a
De hecho, si 2<’ = w~2< es la proyección de 2< por ir. se tiene P*Xc =
(Observación 2.3.2). Así
a
LXcp*wr = p*(Lx~uJú. (4.2)
e
En particular, si X E gauP, 2<’ = O y tenemos que Lx~pt,. = 0. es decir, el
conjunto pQ(M) = {p½ w E £2(M)} c £2(C(P)) es una subálgebra de
‘gan?
Defiiúción 4-1-4 Sea ir : E —e Al una submersión suprayectiva. Una e- u’
forma E, en E se dice que es ir-proyectable a Al si existe una ¡‘-forma ~,. en
Kl (necesariamente única) tal que
— *0
.2, = ir
0-
En este caso. se dice que Q es la proyección de E,..
a
u criterio general cíe proyecta.bilidacl es el siguiente:
Proposición 4.1.5 Sí las fibras de ir : E -e Kl son conexas. una forma u’
diferencial E~ de E es ir-proyectable sí y sólo sí, para todo vector 2< E TE
tangente a la fibra se tiene
(1) i~E,. = 0. 0-
(2) í~dE,. = 0.
e’
e
u,
me
O
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DEMOSTRACIÓN. Es evidente que una forma proyectable verifica las condi-
ciones (1) y (2) de la proposición. Veamos el recíproco. Sea E,. una r-forma
de E que cumpla (1) y (2). Consideremos un punto ~o E LVI y un Po E E
tal que <yo) = ‘o Como ir es submersión, existe un sistema de coor-
(lenadas (x x”) de Al en un entorno U afrededor de ~o y un sistema
(A.. , x”‘, y’,... , y”’) de E en un entorno V alrededor de Yo tal que
1’).
Por la condición (1), la expresión local de la forma E, en el sistema de
coordenadas (~i f~y . . , yTfl) es
ft,,4.dxz~A...Adxir, 43>
para ciertas funciones A, ,.,Zr = f~, ,~. (x h . . . , z”‘, y~,. . . , y’”). Por otra parte,
dE,. = hd¿r/Ad¿rt1 AA aa» + ¿ft~~hdy3Adz21 A Ada».
Dr’ tiy~
y de la condición (2) conluimos que
c9y~ - -
es decir, las funciones L~ ~ sólo dependen de las coordenadas (¿rl r”).
Consideremos r vectores tangente 2<, 2<,. arbitrarios en T~0¡Ví y sean
Y1 Y,.ET11E.talesque
ir4Y8) = 2<~, 1 < s < r, (4.5)
en cada y E ic’(xo). De la condición (1) de la proposición se deduce que
Y,.) no depende de los vectores Y1 Y,. escogidos con tal de que
se cumpla (4.5). Además, de la expresión (4.4), se tiene que E,.(Y1, Y,.)
05 una función localmente constante en la fibra ir<(xo). Como por hipótesis
la fibra es conexa, esto implica que E,.(Y1 Y,.) no depende del punto
y E ir
íEs decir. E,-(Y, Y,.) depende únicamente de x<> = ir(y) y de ir. (Y~).. . -,
ir4 Y,.) E T,-A-f. Por tanto existe una r-forma (~i)~~ en 1o tal que
ir~(~4x
0.
Como el punto .x0 E ¡VI es arbitrario, se concluye.
c.q.d.
-e.
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Corotario 4.1.6 Sea ir : E> -e LVI un fibrado O-principal. S¿ U es conexo,
entonces una forma diferencial E,. en E> es ir-propectablesí y sólo si verifica
las dos siguientes condiciones:
(1) ZBC,. = 0,VB E 9,
(2) R;B,. = E,., Vg E U.
DFÚMOSTHAC[ÓN. Por definicion de librado principal (cf. Definición 1.1.1), la
aplicación : E> -e ¡VI es una submersión suprayectiva. Por tanto. se puede
aplicar el criterio de la Proposición 4.1.5 y así la proyectabilidad de .2., es
equivalente a ver que ixE, = O y ix dE,. = O para todo vector 2< vertical.
Por la identidad Ly = íxd + di~ estas condiciones se verifican si y sólo si
ix~-.,.= O y LxE,. = 0. V2< vertical.
Por la Proposición 1.3.3—(4), comprobar estas igualdades es lo mismo que ver
iB~Dr = O y LB.E,.=0, VB E 9.
O~rno
d
L2.E,. = dÉ (4.6)
e,
es evidente que la condición (2) de esta proposición es suficiente para deducir
Por tanto únicamente resta comprobar que esta condición
es también necesaria. Si E,. verifica LB* E,. = 0, entonces
(ReXPtB7ET — Vt E IR. B E 9.
Sea y un eleniento de O cualquiera. (
1omo el grupo U es conexo. exp g genera
O (véase FVar, R.emark 2, pM8]) y por consiguiente exístíran B
1 B~ E 9,
para cierto s. tales que y = exp E exp E,. Así
a’
= (RexpB,)* 0.0 (RexpB)t
a
por lo que se concluye.
c.d. d.
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5,
u’
a
a
a
e,
e
a-
a
e
que Lx.E,. = 0.
a
e
u’-
0-
a
O
e
O
0-
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Teorema 4.1.7 Sea ir: E> —÷ M unjíbrado principal arbitrario de grupo es-
tructural un grupo de LicO conexo y sea q : PP 0(P) elfibrado principal
zntroducído en la Proposición 2.5.1. Entonces las formas gauge invariantes
en 0(P) (cf Definición 4.1.1) son la proyecczón de las formas gauge ¿¡¿va-
riantes de .PP (cf. Definición 3.1.1) que son q-proyectables. Análogamente
para la autP-invariancza.
DEMOSTRACIÓN. Sea ~,. una ¡‘-forma gauge invariante en 0(P). Si 2< E
gauP, como el campo 2<(í) proyecta al campo X~ de C(P) (es decir q_ —
Xc:, cf. Corolario 2.6.4), se tiene
= q(Lq ywQ) = q*(~~¿,.) = 0, (4.7)
es decir, la forma q*~,. es gauge invariante en .J~p. A la inversa, si ql,. es
una forma proyectable y gauge invariante en J’P, la fórmula (4.7) implica
que qt(Lx,.4,.) = 0. que únicamente es posible si Q es gauge invariante en
0(P).
Análogamente para la autP-invariancia.
c.q.d.
4.2 Formas características
Definición 4.2J Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie U. Una apli-
cación k-multilineal simétrica
f : QX .Yt ~g —*
se dice que es invariante por la representación adjunta si se verifica
f(Ad
0A1,... Ad0Ak) f(A1 Ab), (4.8)
para cualquier 9 E O y cualquier (A1. . A) E §Y .Q. Y§.
El conjunto de aplicaciones k-multilineales simétricas invariantes por la re-
presentación adjunta es tm espacio vectorial que se designa por 15.
Observación 4.2.1 Si f E 15 y gE 15. se define 1 g E I~ como
1. g(A1 A~+1) = (k 1 >3 f(Ao~i> ,...,A~(k))g(A~T(k±i),...,Aojp+i>).U’ZSk±¿
e;
e’
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donde &~¡ denota el grupo de las permutaciones de k + 1 elementos. Si se
escribe me
~
0 = ®~5 —
k~O
el anterior producto dota a este espacio de estructura de álgebra conniutativa
sobre R. (Para más detalles, véase [KN. XJI.§l]).
Observación 4.2.2 Las aplicaciones multilineales simétricas de g se pueden
identificar con los elementos del álgebra simétrica S(Q*) (véase por ejemplo
[KN. XII.Proposition2.1]). De esta manera se comprueba que el álgebra [6? es
isomorfa al álgebra de elementos de 5(g*) invariantes por la representación me
coadjunta ([KN. XII,Proposition2.2]). es decir,
= (5•(~*))C 0
El super-índice O denota invariancia frente a la acción del grupo U. e,
Por otra parte. si fijamos una base {B
1, . .. . E,.,,)- de g y {Bí E””)- es su
dual en 9’. los elementos de 5(g’) se pueden identificar con los polínom~os
en ¡ti variables ~t’ - 1”’)- a través de la aplicación O
e,
en donde y denota el producto simétrico en S(g*). Por esta razón es fre.-
cuente encontrar en la literatura el nombre de polinomios invariantes por la
a
adjunta o polinomios de Wcií a los elementos de JI
Definición 4.2.2 Sea E una conexión arbitraria en un librado principal ir: a-
E> —< .11 y sea su forma de curvatura. Para cada f e 15. se define f(.Qp)
corno la 2k forma en E> dada por
e
~ = 1.9~
1~ 0-(2k)! >3 s(oj)f ((2r(2<~(1) X~(2)) . £2r(X~(2p—1). Xa(Qr-í))
acS2k
para todo 2<,. - X2k E T,,P. u E E>. 0-
Proposición 4.2.3 [KN, XII.Theorem ti] Sea ir : E Kl un librado prin- e,
cípal de grupo O y dada una conexión E en E>, sea £2~ su forma de curvatura.
Entonces:
e,
e,
a
me
O
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(1) Para cada f E 15, la 2k-forma f(£2r) de E> proyecta a una ?inica forma
f(£2r) cerrada de Al, i.e.,
/(12v) — w(f(f2r)).
(2) Sí denotamos por [1] E g2K( LVI R) la clase de cohomología de de Rham
definida por la 2k-forma cerrada f(£2p), entonces [f3 es independiente
de la conexión E y la aplicación
J5~eH2k(¡VI;R), f<fJ.
es-un homomorfismo de álgebras. ~4 esta aplicación se la conoce como
el homomorfismo de Weil.
Observación 4.2.3 Dado un fibrado principal ir : E> —~ Kl cualquiera, con-
síderemos ahora el librado principal q : J~p —e 0(P) (cf. Proposición 2.5.1)
y la forma de curvatura £2~ definida por la conexión canónica tc (Definición
2.7.4). Como caso particular de la anterior proposición, dado un f E 15. la
forma f(£2~) es una forma de grado 2k en PP que proyecta a una forma
f(£2K) en 0(F).
Proposición 4.2.4 Para cada f E JO, la 2k-forma f(£2~<) de 0(P) se puede
construir tambien a través de la estructura simpléctica de 0(P) de la siguiente
manera. Sea £22 la 2-forma en 0(P) con valores enp*adP definida en §2.8.1.
Dado un punto Ji,. E 0(P) y 2k vectores tangentes
se tiene que £22(X¿.X¡) E (p’adP)p i.j = 1 - 2k. Si fijamos un u E
ir 1(x), estos elementos se podrán escribir como
para ciertos ¡y E §. i.j E {1 2¼.Sea
1
f(£22)(Xí . . . , 2<~.) xxx 7-—ji >3 e(a)f(nU(l)C(
2), . . . , fla(2k—i)a(2k)) (4.10)
<7 c ~2k
Entonces f(£22) = f(£2~).
ee
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e
DEMOSTRACIÓN. Si u’ E ir ‘(x) es otro punto cualquiera de la fibra y
u’ r~u ~g. entonces MW
£22(2<!,2<J) = (Fr, (u’,Adg—lnij),,d),
e,
es decir, % = Ad~-~n0. La invariancia de f por la adjunta hace que expresión
(4.10) no dependa por tanto del punto u E ir~’(x) elegido, por lo que define
una 2k-forma en 0(P). Por la Proposición 4.2.3--(l) iínicamente resta ver a
que q’f(£22) = f(£2K). En efecto, si se tiene 2k vectores tangentes Y,, -
en un punto j4s de J’ E> tal que q(j4s) = It, por la fórmula (2.9). —
(q’£2)(Y, ¾)= (224¾, q,y~) = (E1. (s(x). £2~(Y~, ¾))ad).
En vista de las expresiones (4.9) y (4.10) se concluye, a
c.q.d.
Observación 4.2.4 A partir cte ahora, salvo mención explícita de lo con- a
trario, para cada polinomio de Weil f E JO, las formas f(£2r) de 0(P) se
denotarán por f(122) tal como se construyen en la proposición anterior.
O
Proposición 42.5 Sea E una conexión en un fibrado principal ir : E> -e Kl
y sea ~ : Al -e 0(P) la secczon del fibrado de las conexiones que induce (cf. a
Definición 2.1.3). Dado un f E 15, entonces con la notación de la Definición
4.2.2. se cumple la siguiente igualdad de formas en Al
e,
(ar)’f(£22) = f(£2r).
DEMOSTRACIÓN. Dada una conexión E en ir : E> —y ¿“vi, sea : E> —~ PP
me
la sección del librado de ir10 : PP -e E> que define (cf. Observación 2.7.2).
Vamos a probar primero que para cualquier polinimio de Weil f. se tiene que
(&~)f(£2~) = f(£2r). (4.11) —
En efecto. consideremos un punto u E E> cualquiera y 2k vectores tangentes
2<1 klk E LE>~ Entonces, de la Definición (4.2.2),
(&r)’I(£2N)(Xi, ~k2k)=
1 >77 joQf ((&r’K2r)(X&(i), 2<~(2)) - (áp’£2 )(Y(2k 1)(2k) ~2k
1
(2k» >3 s(a)f (£2r(X~(x), 2<a(2). - (2P(XU(2k~l), 2<~(2k))) =
oc S2k
f(£2r)(Xi . . .
O
a
a
0-
O
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en donde hemos hecho uso de la igualdad (ár’£2,<) = £2~, consecuencia directa
de la Proposición (2.7.5).
Por la Proposición (4.2.3), f(£2~) = q’f(St) y f(£2r) = ir’f(£2r). Susti-
tuyendo en la fórmula (4.11), como q o ap = a~ oir, se tiene
ir*(aU(£22)) = ir(f(£2r)),
que es equivalente a la igualdad del enunciado.
c.q.d.
Proposición 4.2.6 Sea ir E> —* Al un fibrado principal cualquiera. Si
a : Al —e 0(P) es una sección arbitraria del fibrado de las conexiones p
C(E>) —~ Al entonces la aplicación
a : Hk(0(P); R) -e IJk(M; IR), akk] = [akk]
en donde los corchetes denotan clase de cohomología de de Rham, es un
-¿so morfismo de grupos para todo k cuya inversa es
DEMOSTRACIÓN. Si p: E -e Kl es un librado vectorial y E0 es el conjunto
de vectores nulos (es decir, la imagen de la sección nula ~o : A-f -e E), la
aplicación
H(tv)= tu. tE[0.lfvEE.
so
hace que los espacios E y E~ Al seaii homótopos. Por tanto, los grupos
de coliomología Hk(E: R) y J~fk(¡VI; IR) son isomorfos para cada k > 0. por la
aplicación s¡
En nuestro caso. si a : PcI —> 0(P) es una sección arbitraria del librado
de las conexiones, como 0(P) es un librado afín sobre ¡VI, queda definida una
estructura de librado vectorial en la que a es la sección nula. Por tanto, a’
es un isomorfismo de grupos de cohomología. Por último, como po a = It1.
a’ o =
por lo que p’ es el inverso (leí isomorfismo a’.
c.cí. d.
eu’
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e’
Corolario 4.2.7 Si a : Al —y 0(P) es un sección arbitraria del fibrado de
las conexiones y f es un polinomio de Weil de grado le, entonces la clase
a [f(£22)] E H2k(Kl, IR) u’
co-¿ncide con [f], imagen de f por el homomorfismo de Weil (cf. Proposición
4.2.3+2)). —
DEMOSTRACION. Si a : Kl — 0(P) es una sección del librado de las cone-
xiones. existe una conexión E en ir : P —* ¡VI tal que ay = a. Entonces, por —
la Proposición 4.2.5,
a? Ef (£22)] = [a?f (£22)] = [f(£2y)]. 0-
Por la Proposición 4.2.3<2), esta clase no es más que [f]. por lo que se
e,
concluye.
c.q.d.
Este último Corolario swve de motivación para dar la siguiente e,
Definición 4.2.8 Si ir: E> -e Al es un librado principal cualquiera y ~2 es la e,
2-forma simpléctica en 0(P) definida en §2.8.1, a las formas f(t2
2) de 0(P),
siendo f un polinomio de Weil, se les denomina formas características.
a
Por tanto las formas características son unas formas en 0(P) que al bajar
a la variedad ¡1-1 a través de cualquier sección a de p : 0(P) —e ¡VI, definen
unas formas cuya clase de cohúmología son las ciases características del fibra- u’
do ir : E> — A!. Sin embargo estas formas poseen mayor información que las
clases que determinan. Por ejeníplo, una clase característica de un librado me
puede ser nula. en cambio su forma no tiene por qué serlo. Para más detalle,
vease la Observación 4.5.3.
o
Teorema 4.2.9 Si ir : E> —* LVI es un fibrado principal cualquiera, las formas
características (cf. Definición 4.2.8) son autE>-invari antes (y por tanto gauge o
invariantes> en 0(P).
DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.1.7. una forma característica f((22) será u’
autE>-invariantes en 0(P) si y sólo si q’f(Q2) es autP-invariantes en jip
Como por la Proposición 4.2.4 q’f(£22) = f(£24 hay que probar que f(Q~) u,
es autE>-invariante en PP. Sea 4> un automorfismo de ir E> —~ A-! y sean
¾.. Y2~, E X(J”E>) 2k campos vectoriales de PP. Como la forma de
e,
me
e,
u
e,
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conexión O de la conexión canónica ic verihea (4>(i>)*O = O (cf. Proposición
2.7.2-ja)) y £2,< = dO + ~[6,63, se tiene que (4>(’)7£2~ = £2,, y por tanto
Y2~.) =
1
(2k)! >3 c(o’)f (4>(1)~(£2,,)(Y0~,> Y0~(2))> . 4>(~)~ (£2 )(Y (2k i) Y,(2k))) =
&ES2k
1
(2k)! >3 <a)] ((2,,(Y~~1>, Y0~2>), . . . , £24K(2k~í), Y~(2k>)) =
ac
52k
(f(£2,=ñ(Yn.. .
es decir, se verifica
para cualquier autmorflsmo 4> E AutE>. Esto implica que ¡(£2,,) es autP-
invariante.
c.q.d.
4.3 Formas gauge invariantes en C(P)
Se ha visto que tanto las formas p’£2(LVI) como las formas características son
gauge invariantes en 0(P). El siguiente teorema demuestra que estás son las
unicas.
Teorema 4.3.1 Sea ir : E> —e LVI un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexo O. El álgebra de formas gauge inva-
riantes en C(E>) está generada sobre ir7~P(LVí) por las formas características
{f(£22)}feÍc- Es decir
‘gauP = (p*(2.(Af)) Li (£22)]fcfo
DEMOSTRACIÓN. Consideremos el librado principal q : PP -e 0(P). En
virtud rIel Teorema 4.1.7. el problema de caracterizar ‘gauP es equivalente
al (le estudiar las formas gauge invariantes en PP que son q-proyectables a
0(P). Sea E,. una forma gauge invariante de PP e impongamos las condi-
ciones (1) y (2) del Corolario 4.1.6 a fin de estudiar su proyectabilidad. Para
evitar confusión. el campo fundamental inducido por un B E g en el fibrado
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principal q : J’P —* 0(P), lo denotaremos por Bt en vez de B*, notación
que reservaremos siempre para el campo fundamental en ir : E> Al.
Fijemos una base fB1 3m)- de g y pongamos 9 = 9<> 0 B,. y 12,,
(2<> 0 B<>. Por el Teorema 3.3.3. la forma E, se podra escribir como
—A
E,. = >3iríwL§í ~ A (9i)il A... A (9m)tni A (£2’)” A... A (£2tm )Jm
0’
para ciertas w1j,,1~ e S28(IV-í) .s = r — ~‘ +. . . + í~) — 2(j~ + . . . + sim), endonde 1 (¾.... , i,-<>) es un multi-índice booleano de orden un (cf. §3.3.2). e.
Vamos a considerar que. a la luz del Lema 3.4.l—(1), todos los sumandos
verifican la desigualdad
u’
s-~-i
1 + .. +1,,, = r (i1 +... +4,.,) — (Ii + ... +jm) = it =dimKl.
(4.12)
Por la Proposición 2.7.2—(b), se tiene
e,
l<a,3<m. (4.13)
y al ser la curvatura £2,, una forma horizontal, o
£2
4(B)=O, lKcvB<m. (4.14)
e,
Si se tiene en cuenta las igualdades (4.13) y (4.14), entonces
0-
i~.E,. = >3 >II(~~~~1)s±2¶+±iaíirnwíj A (Oí)%~ A
=1 1 >0
a
A (9<>~” A . . . A (gÚ9im A (12’)” A . . . ¡~ (9tm)Jni
e,
en donde (Q<>~o indica simplemente que este término se suprime. En virtud
esta es cero si — = O siempre c¡iie
del Lema 3.4.1. expresión y sólo si
> 0. Por consiguiente. la condición (1) del Corolario 4.1.6 implica que la
forma E,. se escribe como
Z,. ir:wJ, ,, A (£2’)” A... A (£2tm)J’u. (4.15) me
con t’ ---.ini e Q3(Al), s = r — 2(j, + . + j,.~,) y de la desigualdad (4 12) u,
(4.16)
e,
e
e,
e.
e,
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Sea
<£2(Kl) [12,) xxx <12(M) [12’ - 12fl
el álgebra de polinomios en las componentes de la curvatura y
en w7£2( ¡Vi) y sea
con coeficientes
1< : ir(2(Kl) Q 5•(g4) - ir(2(Al) [(2,)
la única aplicación IR-lineal tal que
K(ir~w Of) = irw A f(£24.
paraw E £2(VI) f ~
5K(~*) en donde 5(g’) denota el álgebra simétrica de
g’ y f se da en la Definición 4.2.2. Trabajando con la base {B’. ..., E””)- de9* si f tiene la expresíon
directamente de la Definición 4.2.2 se obtiene
¡((2,,) = (20k A .. A (2<>” (4.17)
El grupo U actúa por la derecha en ir£2(Al) o S(g~) y en irl£2(M) [(2<]
respectivamente mediante las condiciones:
(ir:w Of) .~ = Ñw ® fY,
en donde f9 E ~k (g’) es el polinomio definido por
f2(A,. 40=f(Ad
9A1 AdgAk), A, AÉEQ,
= (Rg-i)’E, VE E ir£2(LVI) [§4<].
Nótese que, como la curvatura es una forma de tipo adjunto (cf. §2.8.1), se
tiene
Vw E W(LVI), Vf E
y
(4.18)
(4.19)
(Rq<Y(2K = Ad9 o §4<,
u’
a’
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St
y entonces (R~~i)*£2O, 1 < a < un, es combinación lineal de £2’ - £2”” para
cualquier y E U. Por tanto, si E E ir7£2(Kl) [(2,,],su imagen E y seguirá e,
perteneciendo a este conjunto, por lo que la acción está bien definida.
Por otra parte, si tomo un elemento < = irk 0 8<>’ y .. y 3<”‘ de
ir7(2(M) s~ S(gfl, haciendo uso de la fórmula (4.17) y de que £2,, es de
tipo adjunto (i.e., Ad9—~(2,, = R£2h-), se tiene
5,¶
K(( y) K(irw &Ad~ ,B<” y... y Ad> ,B”‘”)=
7VtW A B<>’(Adyú(2,,) A~ A B<>”(Adg—i(2,,) =
e,
ir:w A B<>’(R;£2,,) A A B<>k(R;£2,,) =
ir7w A [47(2<>”A A (2<”‘) =
y
Por tanto la aplicación 1< es equivariante respecto a las acciones de O en e,
w7§2(A-I) O V(g’) y ir7(2(AI) [£2,,]respectivamente.
Supongamos, por el momento, cierto el siguiente:
e,
Lema 4.32 La aplicación 1< es un epimorfismo de álgebras cuyo núcleo es
el ideal generado por los elementos de la forma irk3 Of. con w~ E 123(M). e,1 E S¾g~)y s + le > it = dim Kl.
Impongamos ahora la condición (2) del Corolario 4.1.6 a la forma z,., es
decir, suponemos que la forma E,. verifica
(R
9~E,. E,, Vg E U, (4.20) —
o lo que es lo mismo
e,
—r 9~r VgEO,
tal como se expresa en la fórmula (4.19). Por la ecuación (4.15) tenenios que me
E t(2W~) [Qn] y por lo tanto se puede concluir que al álgebra de forrhas
gauge invariantes en .J’P es de la forma e,
‘gauP ir77)VI) [£24’{Er E ir7£2MKl) [£2,,]E,. .g = E,.)!9 E O)-
(4.21— e,
Volviendo a la expresión de E,. dada en la fórmula (4.15). si considero el
elemento ~,. E wW(M) ®5(g*) dado por
= ir~w11 ~ o (E’)” y ... y (Btm)im,
e,
e,
e,
a
0-
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se cumple que 1<7(Q) = E,, tal como se desprende de la fórmula (4.17).
Entonces, como la aplicación k es equivariante, (,. — ~,. g E ker IV para
cualquier y E U. Como hemos asumido la desigualdad (4.16), en virtud del
Lema 4.3.2 se deduce
4,.94,., VgEU.
Finalmente, teniendo en cuenta que U opera trivialmente en on ir712(M). se
tiene
(ir12(M) O S~))~ = 71SY(kf) O (S(~*))O = ir:Iflivl) e
en donde el super-indice U denota, como siempre, invariancia por la acción
del grupo. Es decir, las formas gauge invariantes en PP y q-proyect-ables a
0(P) son del tipo
= 71w¿ A
con &}! E (2(M), y f’ E ~0 polinomios de Weil, en donde la suma en ¿ es una
suma finita.
Por tanto, la expresión de las formas en 0(P) que son gauge invariantes
es
= qZ = p½¿A ¡‘((22),
con w, E W(M), y .0 E
c.q.d
Observación 4.3.1 Para los grupos clásicos, el álgebra de polinomios de
Weil J0 es una E-álgebra finito generada. De hecho, para un grupo de Lie
semisimple complejo. JO es una anillo de polinomios en ¿ variables libres.
siendo 1 el rango del álgebra (Teorema de Chevalley, véase por ejemplo [Var.
:~j4.9D. Por tanto, la fórmula anterior prueba que 1gauP es un álgebra finito
<enorada sobre £2( tI).
DEMOSTRACIÓN DEL Lerna 4.3.2: Sea ~ un elemento de <(2’(A<í) .08(e*)
Dicho elemento se podrá expresar como una suma finita
ae,
84 CAPÍTULO 4. INVAPJANGL4 EN 0(P)
e,
siendo y- fornías diferenciales en ¡Vi distintas cte cero y . . .
polinomios de simétricos (f’ E
5h¿ (g*)) Si se expresa cada polinomio corno me
= <‘a, ~<> y ... y Bah,.
de la igualdad (4.17) se tiene
xx 71w, A 4>, <>h (2<>’ A . ~ A (2%,
e,
lo que prueba directamente que IV es un homomorfismo. La suprayectividad
es evidente. Finalmente, supongamos ahora que J<(C) = 0. Por el Lema
:3.4.1. esto es posible solamente si —
grado(w~) + h, > u,
a-
para todo 1 = 1
cci. d
e’
4.4 Formas autP-invariantes en C<P) u,.
Teorema 4.4.1 Sea ir : E> —> ¡1-1 un fibrado principal arbitrario en el que el
grupo estructural O la variedad base Kl son conexos. El álgebra de formas e,
autP-invaríantes en 0(P) está generada sobre los-números reales por las
formas características {jf (122)}Í5zc. Es decir.
u’
‘antP = IR [1 (f?0]1610
DEMOSTRAUION. Según el Teorema 4.1.7. hay que caracterizar aquellas for-
mas de PP que son autE>-invariantes y proyectables a 0(P) por la aplicación
q : PP — 0(P). SiE, es una forma q-proyectableyautP-invariante en PP.
en particular será qauge invariante en PP y, por el Teorema 4.3.1 (fórmula
(4.21)).
— c -r>fl( AAI íni~ e
Pero la autE>-ínvarxancia en f~ E>. por el Teorema 3.4.2. implica que en verdad
.2, ER[§if. —
Finalmente, tal como se muestra en el final (le la demostración del Teorema
4.3.1. se tiene entonces a’
= A,f’(124,
siendo A, E IR y ~ fc, en donde la suma en 1 es una suma finita. a-
(.61(1
e,
me
O
me
a
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4.5 Ejemplos
4.5.1 Los grupos de interés en teoría de campos
Los grupos que aparecen en la teoría de campos gauge son básicamente los
siguientes:
• El grupo LJ(1) que describe la simetría del electromagnetismo clásico
y que surge al formalizar la condición gauge de Lorenez (véase, por
ejemplo, [ion. §10.1]) en las ecuaciones de Maxwell.
• El grupo SL7(2) es el grupo de simetrías internas del isoespín. Los
campos de Yang-MilIs (cf. [YM], [ED]) son precisamente los campos
gauge de grupo 5(7(2). Es el primer ejemplo importante de teoría
electromagnética no abeliana.
• El grupo producto directo (1(1) x 3(1(2), que es el grupo de simetrías
del modelo de interacción electro-débil (véase [MM, §6.21).
• El grupo 8(1(3) es el grupo de simetría que rige la interacción fuerte
de hadrones. Por ejemplo, la lagrangiana del quark libre tiene una
simetría global respecto de SU(3) ([Jon. §10.6], ).
• El grupo producto directo U(1) Y 5(7(2) x SU(3) que modela la teoría
unificada de las interacciones electromagnética, débil y fuerte. Esta
teoría es conocida usualmente como el “modelo estándar” (véase, por
ejemplo. [MM. §6.23).
A continuación estudiaremos los grupos (1(1), SU(2) y (1(2). No consi-
(leraremos los grupos producto porque la teoría se extiende trivialmente a
dichos casos y tampoco los grupos SU(n), con it > 3. porque las expresiones
locales son muy complicadas y la técnica es la misma.
4.5.2 El grupo U(1)
Expresión de las formas características
Sea ir : E> -e Kl un librado principal de grupo estructural el grupo U(l).
(‘onio (1(1) es abeliano. su representación adjunta es trivial. Por tanto. el
librado adjunto adP es un fibrado vectorial de línea real trivial sobre 11>1, es
au
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a
decir, adE> = Al Y E. Así pues, el fibrado de conexiones p: 0(P) —> ¡VI es un
librado afín modelado sobre TtKl 0 adP ~ §f*Kl y, por otra parte, la forma e,
símpléctica ~2 de C(E>) es en este caso una forma usual con valores en IR.
Como el álgebra de polinomios de Weil del álgebra u(l) IR está generada
mepor la aplicación identidad f = Jd~, los Teoremas 4.3.1 y 4.4.1 afirman que
‘gan? = p*£2•(Ví)1123 y ‘autP = IR[£2
2]. e,
La expresión local de la forma ~2 dada en la fórmula (2.16) es. en este caso.
u,
= dA1 A dr’. (4.22>
e,
Estos resultados pueden encontarse de una forma más detallada en el estudio
de la invariancia pange de los ([(1)-fibrados principales que se desarrolla en
(HM1I y [HM2I. a
La forma £22, además de ser la generadora del álgebra gauge, posee lina
estrecha relación con la estructura simpléctica canónica del librado PAl. En
efecto:
Proposición 4.5.1 Consideremos un [7(1) fibrado principal it E> —~ Kl a-
Sea L una conexión cualquiera en E> y sea £2r la 2-forma de curuatura con-
síderada como forma diferencial ordinaria en ¡VI (cf. Observación 2.8.2). Si a-
-½: PAl -e 0(P) es el isomoifismo de fibrados afines dado por
x1-(w) It + uy w E T;LVI. x E ¡VI. e,
y (2Q es la forma simplectica de 0(P) (cf. Teorema 2.8.3). entonces
O
= dw + ir$((2p).
me
-siendo dw la fornía simpléctica canónica del fibrado cotangente (i.e., la dife-
re-acial de la forma de Lionnílie > y ir-f : ~Tt¡VI —+ ¡‘-1 la proyección canon-ica. e,
DEMOSTRACIÓN. Tornemos un sistema de coordenadas (9. Y’) en A-! y
sea (:r’ - it; A,.... , 4,) el sistema de coordenadas inducido en 0(P) (cf e,
§2.2). Se considera el sistema coordenadas (9 Att pi.. .. .p,+) usuales en
el librado tangente, por la condición
w = p
1(w)dx-’. -w E T*LVI.
e,
e,
e,
O
e,
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En estos sistemas de coordenadas, la aplicación Xr tiene por expresión
tú = p1dx
3 <— xv(w) = A
1(F~) + Pp
para w E flA’!. Entonces, haciendo uso de la expresión (4.22),
(04- ¿3A~\-
= d(AÁk) ½)Adx’ = ~~ yv)dz’A dx~±dp5Adx3.
El segundo sumando es la forma simplectica de PM y el primer sumando
no es más que la curvatura (le E, tal como se puede ver, por ejemplo, en ENS.
-~.203.
ttq.d.
Corolario 4.5.2 Con la notación de la proposición antertor, si, E es una
conexión plana en un U(l)-flbrado ir : E> —* Al, la aplicación ~p : PAl —*
0(P) es un simplectomorfismo, es decir, x?(£22) = dw.
En particular. si se considera la conexión plana estándar E
0 en el fibrado
tr¿vjal ¡VI Y U(1) y se identifica 0(P) ~ TIvf por la aplicación Xr0’ el álgebra
de formas gauge invariantes en T*M está generada por la forma simpléctica
eL- (Véase FUMÍ] y ÍHM2]).
Ejemplo 4.5.3 Veamos un ejemplo clásico de esta situación. Sea L(p. q) =
S
3/Z~ el espacio lenticular de tipo (p, q) donde p, q son dos números enteros
positivos primos entre sí con p =2, y la acción de Z~ (identificado al grupo
de las raíces p-ésimas de la unidad) sobre ~3 viene dada por (¿e. y) =
(¿eJ. ycqk) O < le <2 p —1, siendo
Es sabido ([Cre]) que tal acción es propiamente discontinua. de modo que
L(p. g) es una variedad diferenciable de dimensión 3. Sea ir : -e L(p. q) la
proyección de paso al cociente. Consideremos la acción natural de Z~ en el
grupo [1(1) y formemos el librado asociado
irp : E> = (~3 Y (7(1
Como (7(1) es abeliano, E> es un fibrado (1(1)-principal sin más que definir
la acción por la fórmula [u,:] 4 = [u,4, donde u = (xv) E S~, z,t E U(l).
uu
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O
y [u, z] designa la clase de equivalencia del par (u, z) E 53 Y (7(1) en E>. Tal
librado es manifiestamente no trivial porque reduce a ir 53 —# L(p. q). De —
hecho, la reducción está dada por la aplicación Z~-equivariante ~ :S~ p
~(u) = Lu. 1~. La existencia de reducción demuestra también que irp admite
una conexión plana. Por tanto, se puede aplicar el corolario anterior para e’
deducir que la estructura simpléctica del librado de conexiones sobre E> es
canónicamente isomorfa a la del librado cotangente T* LQp, q).
La fibración de Hopf 33 —* 9
Sea ir : 33 ~~>52 la aplicación definida por
e
ir (¿e. y) (2x~, ~2 — uf2)
donde: O
1. 9 se identiflea a los pares (x,y) E C2 tales que <2 + = 1. —
2. ~2 se identifica a los pares (x,t) cC Y IR tales que xf2 + t2 — 1.
O
Probemos con detalle que ir es un librado principal de grupo U(1). Para
ello, identifiquemos en primer lugar U(1) con 9 {z E C : VI = 1)-. La e
acción de 8~ = U(1) sobre 8~ es por traslaciones a derecha; esto es, (¿e. y) z =
(¿e:. y:). La definición es correcta pues se tiene u,
¿e . 2 + lv~ 2 = <2<2 + yf> :12 = (¡<2 + yf2) :12
+ = 1. u,
ya que JzJ = 1. y por tanto (it y).: E 9. Veamos que ir es epiyectiva. Dado e
(u, t) E ~2 distinguimos dos casos:
me
1. Si u = 0. entonces t = ±1y se tiene <1,0) = (0, 1), <0.1) = (0—1).
2. Si u # 0. entonces —1< t <l y se tiene u’
1+t-u 1—t 1-1-tu ___ u,
ir(v 2 7? 2 )=óitÍ ( 2
e,
u,
u,
a-
a’
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Veamos que las fibras de ir coinciden con las órbitas de la acción de U(l).
En primer lugar. se tiene
ir ((¿e, y) . = ir(xz, yz) = (2 (¿e:) TÑ>, }x:¡2 —
= (2¿e:2~, <2 —
= ir(x,y).
Recíprocamente. si w(:r,. y,) = <¿y2, yp), entonces se tiene
(i) ~iÑ = ~2iJ2. (u) Xi> — ui 2 = ¡¿e2 —
Como (xí.yi) E 53, o bien ¿e~ ~ 0, o bien y, # 0. Supongamos ¿e~ ~ O y sea
= ~ ~2 de modo que ¿eQ = ¿e~z. De (i) se deduce ~ = 4~, y conjugando,
.~ii = ys, de donde
1
ib = 1< -
Por tanto, basta ver que ¡z~ = 1 (o sea, z E (1(1)). En fecto, de (u) se sigue
¿e, 2 — Y2< = z,4 — Y21
y dividiendo por xí >. se obtiene
1 — ¿epiy2¡
2¡~~2 = KV —
de donde se concluye que = 1.
Observación 4.5.1 La importancia de la fibración de Hopf reside en que
dicho librado principal no admite conexiones planas, ya que su clase de Chern
no es trivial. De hecho. ci(S3) es un generador de H2(82;Z> (véase FAti2],
[MM. §8.2V. Por tanto. las formas gauge ya no pueden manejarse de forma
canonica & partir de la estructura simpléctica del librado cotangente a la
esfera. 8>. corno se sigue del último corolario.
4.5.3 ¿El grupo SU(2)
Expresión de las formas características
Como es sabido (véase [KN, XII,Theorem2.5j) los polinomios de Weil del
grupo SU(2) están generados por un solo polinomio: el determinante en
ab
a
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O
su(2). De modo preciso, el álgebra de Lic de SU(2) está formada por las
matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes complejos de la forma
ev
—a + bí a±bi) a E IR, a + b~ E C.
Entonces det : su(2) -e IR. detQd) = a2 + a> 4~ 6>, es un polinomio invariante
frente a la representación adjunta que genera el álgebra de Weil:
jSU(2) — IR [det]
Calculemos la correspondiente forma característica det (£22) (véase [CM23).
Para ello determinemos en primer lugar la expresión local de la forma £22 en
0(P). siendo ir : E —~ NI un fibrado principal cualquiera de grupo 5(1(2).
En primer lugar, fijemos la siguiente base de su(2):
B~=4(¿ fl, 01 N\
—l o) B~=~(9 ¿)
Obsérvese que 2íB«. 1 <2 a <2 3, son las matrices de Pauli. Un simple cálculo
prueba que se veriflea
fB,, ¡32] = E~, ~B
2,B3j= E,, [B~,B~] ~2 —
Con tales notaciones y teniendo en cuenta [a fórmula general dada en (2.16)
para (2Q, en el presente caso se tiene
A
2A3dX’ A= ®
123{dAJ A dr’ + ~ k dÉ)- B,
en donde ~í2s designa la suma cíclica en los tres índices 1, 2 y 3. Por tanto.
tomando determinantes, se tiene:
774 = —<~,n (di A dr’ A dA~ A
-7
dr’ ±~A2A
3dx3 A dÉ A dA~ t dr’). me
“j
(4.24)
Por tanto. para un 8U(2)-flbrado principal ir : E> -e Kl cualquiera se tiene
‘ganE = P (¡VI) VM
a
‘antE = IR [7/4)
a
0-
e,
e,
O
e,
O
u.
e,
e,
(4.23) e,
u,
a’
e,
a
a
u,
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Observación 4.5.2 Es este caso, los conjuntos ‘gan? y ‘autF se pueden ex-
vasar de una manera abstracta identificando la forma t¿~ con una variable
muda t y formando el álgebra de polinomios sobre (2(Al) y IR respectiva-
mente. Sin embargo. hay expresiones polínomicas que al ser vistas como
formas en 0(P) son nulas. Hay que tomar cocientes por ciertos ideales, de
la siguente manera:
‘ganE = £r(MÑt] ~ ‘antE = R¡lt
]
(w3 . t’~ s-4—2k > it)
Como el determinante es un polinomio de Weil de grado 2, es una consecuen-
cía directa del Lema 4.3.2 comprobar que las anteriores identificaciones son
correctas.
Observación 4.5.3 Si dim Al <2 3 entonces aM>4 = O para cualquier u
Kl -e 0(P) sección del fibrado de las conexiones. En efecto, para dirn ¡Vi <2 3.
(o
cada librado principal ir : E> —~ Al de grupo 5(1(2) es trivial - loquees
equivalente, admite una sección global) ya que SU(2) ~ 53 es (ni — 1)-
conexo para cada -m <2 dimAl (cf. [Hus, Chapter 2, Theorem 7.1]). En
consecuencia. todas las clases características de E> son necesariamente cero.
Sin embargo. [a forma fl~ no se anula, si bien su imagen inversa por cualquier
conexión de E> es idénticamente nula. Ello prueba que. en general, las formas
características de un librado principal poseen más información que sus clases
características.
Ejemplo 4.5.4 La expresión local de tj~ dada en (4.21), en el caso en que
la dimensión de la variedad base Kl sea 2 tiene la siguiente forma
= ~dt A dr
2 A (dAt A dA~ + d
14f A áA~ + dAt A dA~).
2
La fibración de Hopf 57 -e
Sea ir: 57 9 la aplicación definida por
ir (¿e, y) = (2ar~, <2 — zt)
(lendeL
1. 57 se identiflca a los pares (¿e,y) E £~ tales que ¿e¡> + ¡y~2 = 1, siendoE el cuerpo de los cuaterniones y la norma asociada a ¿e ~-= #+
4 + 4 + 4, siendo ¿e = r~ ±¿ei~ + ¿ej -b :r
3k.
uu
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a
2. 54 se identifica a los paras (¿e. it) E 11ff Y IR tales que <2 + it2 = 1.
e
Como en el caso del grupo (7(1) se prueba que ir es un fibrado principal
de grupo 53, donde la accion de 53 sobre 57 es Qr. y) . z = (¿e z, y z), en
donde el producto es el cuaterniónico en 11. a-
Si consideramos ahora la proyección esterográfica de 54 — {p} a IR4 1141.
siendo p = (0. 1) E ff11 Y IR, podemos utilizar la estructura cuaterniónica para —
escribir la forma i~. Como 54 — jjp} es contractible. la libración de Hopf
sobre este abierto es trivial y, por tanto, podemos introducir las coordenadas
(¿el. 9.99 A?, A~,A~4?). 1 <2 a <2 3, en 0(5v) (cf. §2.2). Realizamos —
la identificación
u,
2B
1=i. 2B2=j, 2B3=k.
de la base {B~. B2, B3} del álgebra de Lie s~42) definida en (4.23) con la base o
{U. le> del espacio de los números imaginarios puros y denotamos
d¿e — dÉ + d+>.í+89.j+dÉ.k. me
Sean a
A~ =
A2 = 41.i-?-AYJ+4k e,
A1 = A1.í+A~.j-i--A~.k.
A4 AViA~.i-i-A}.k. me
y
e,
— —l (A2.i±Aa.j+A4’lc),A1 -~
- 1 u,
A.> — (~4;.í—~44j+íl3-k)
- — —1 «44 iAi <—A2 le). —
A1
— —1 (—A3. í—i-A2 4+Ai . le).A4 a
Si se define
e,
A = A1±¡t> i+ A3 + A4 le.
u,
u,
e,
e,
a-
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se comprueba que la forma de c:urvatura (2~ tiene por ~presión (véase [NS,
110.8])
= Jm(dA + (Mx) A (Ad¿e)).
en donde Im denota la parte imaginaria cuaterniónica. Entonces la forma
1/4 = det(k) tiene con esta notación la siguiente expresión cuaterniónica
1 1
= ——~2 A £22 = —---Im(dA + (Adx) A (Mx)) A Jm(dA + (Mx) A (Ad¿e)).4 -1
4.5.4 El grupo U(2)
Si bien este grupo no es relevante en la teoría de campos, vamos a explicar
la estructura de sus formas invariantes, para poner de manifiesto explícita-
mente un ejemplo en el que existen dos generadores esenciales: la traza y el
determinante.
El álgebra de Lie de (1(2) está formada por las matrices cuadradas de
orden 2 con coeficientes complejos de la forma
—a+bi a±bi) a,/9ER,a±biEC.
Entonces tr : u(2) IR. tr(A) = a + 13. y det : u(2) —* IR. det(A) =
—aB + a2 + ¿A. son polinomios invariantes frente a la representación adj unta
tille genera el álgebra de Weil:
~rU(2) — IR [tr, det]
En primer lugar. fijemos la siguiente base de u(2):
~“=<¿ 2).B~=#(¿ 2).¡32=~(? t)’~~=~< ¿1
1 Y simple cálculo con la expresión (2.16) de la forma (22. muestra que ex-
presiones para las formas asociadas a la traza y el determinante son las
sigzí¡en tes:
= d 40 A dr’. (4.25)
-J
10
7/4 = ——dA. A dx~ A dA9 A dr’
41 -7
1 3k-1
A dr’ A A dr’ + drAd AdA
1 A dr’).4~l23 (±4 ±4 2AMA~¿ex.
eu
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a
en donde. de nuevo. S123 clenota la suma cíclica en los índices 1, 2 y 3.
Los Teoremas 4.3.1 y 4.4.1 afirman por tanto cine, para cualquier (¡(2)— —.
librado principal ir : E> —y ¡VI. se tiene
‘ganP = *(2•(.1j) [½‘ 04] ‘autP IR Vm 04] . a’
Al igual que en el caso SU(2). los conjí.íntos ‘ganí’ y
1Ántí’ se pueden expresar
de una manera abstracta identificando las formas ~/2 04 con un par de va-
riables 71. it y formando el cociente del álgebra de polinomios sobre (2(¡VI) y
E respectivamente por ciertos ideales, tal como se expresan en las siguientes e,
fórmulas:
‘gauF = £2(Kl) [u,it] IR Lot] e,
ukltk2 s+ le
1 +2k2> it)~ = le1 +2k2> it)(ukltkí
e,
Como la traza es un polinomio de Weil de grado 1 y el determinante es
de grado 2. es una consecuencia directa del Lema 4.3.2 comprobar que las
anteriores identificaciones son correctas. O
a
u,
me
u,
e,
e,
e,
a
e,
e,
u,
me
me
Capítulo 5
Equivalencia de lagrangianas
gauge invariantes
5.1 Problemas variacionales
5.1.1 Formulación de un problema variacional
Sea p: E’ —~ Al una x~riedad fibrada arbitraria, donde la base Kl es conexa y
orientable y seap : J’(E) -e Kl el librado de 1-jets de secciones (cf. §2.4).
Definición 5.1.1 Una densidad lagrangiana sobre p : E -e Nf es una apli-
cación de variedades libradas sobre Al,
A: ji(p) AnT*M,
siendo n = dim JI. Si fijamos una forma de volumen u en Kl. cada densidad
laoranaiana se podrá escribir como Lv para cierta función
£ : J’(E) —* IR.
Ilama(ia lagra-ttgíana.
Observación 5.1.1 Se puede definir también una densidad lagrangiana co-
mo una it-forma diferencial en J’(E) del tipo £pv. Sin embargo, para faci-
litar la riotación, se escribe directamente Lv.
95
aab
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a-
Fijada una subvariedad conexa y compacta (posiblemente con frontera)
D C ¡VI con dim D = dim Al, una densidad lagrangiana produce una funcio- e’
nal sobre el conjunto de secciones (le PLD como
F(D,E)—>R a-
fn(s) j (47 (Lv).
Definición 5.1.2 Sea X~(E) C Y (E) la subálgebra de Lie de los campos
vectoriales p-verticales cte E cuyo soporte tiene imagen compacta en ¡VI. —-
Se llama primeva variación de la funcional asociada a Lv en una sección
Al —~ E a la funcional lineal
e,
¿4 : XjE) —~ IR
me
definida por
651(X) = ¡ (1i5)’ (Lío) (Lv)), a
siendo X~’~ el levantamiento de X al librado J’(E) por transformaciones o
infinitesimales de contacto (cf. [Mu], [Sau, p.133j). Una sección s es crítica
o e¿etremal para Lv si la primera variación de Lv se anula en s: es decir.
e,¿4 = 0. o equivalentemente.
>/ (jji~)* (L-<~n (Cv)) = 0. VX e flE). e,
5.1.2 Ecuaciones de Euler—Lagrange u,
Como es bien sabido (véase, por ejemplo [0ar3], fCoS], [EMR]), una sección
s : ¡TI -e E es crítica si y sólo si verifica las ecuaciones de Euler—Lagrange:
esto es.
DL ot— 8 (DL 15> =0, a=l. (5.1)
&r’ k~< ,~¡
u’
donde ni es la dimensión de las fibras de p : E —* Al, y (y?) es el sistema
de coordenadas inducido en J’(E) por un sistema fibrado de coordenadas
locales (sl... Y; y
1 ym) para la proyección p en el cual la forma de me
volumen adopte su forma estándar y dr’ A ... A dr”.
e,
me
a’
e,
u,
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5.1.3 Problemas variacionalmente triviales
Definición 5.1.3 El problema varíacional definido por Lv se dice que es
trivial si todas las secciones de p: E —* ¡VI definidas en un abierto cualquiera
(le la base son extremales del problema.
Observación 51.2 Nótese que un problema variacional es trivial si y sólo
si las ecuaciones de Fuler—Lagrange (le dicho problema se satisfacen idénti-
caníente: es decir, cualquier sección de p es una solución de las ecuaciones
(5.1).
Definición 5.1.4 Dos densidades lagrangianas Lv, tu se dice que son equi-
valentes si el problema variacional definido por su diferencia Lv — L’v =
— £‘) u es trivial.
Proposición 5.1.5 El problema variacional definido por Lv es trivial si y
sólo si £ satisface el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:
Ú>L 52£
+ 0, i,jil n; a~3=l ni. (5.2)
DL &>L Ú>L
+Sya 5r’Dy? 5p45ygYi~ ev = 1,... , ni. (5.3)
DEMOSTRACIÓN. Sea s una sección local cualquiera del librado p : E
Kl y consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.1). Desarrolando el
paréntesis por la regla de la cadena, se tiene
DL ¿s) — 52£ 5~£ Os~ 8£ 52~4
(¿s) — (j1s)— — (Jis) - =t2r~0g, D¿ADzn? X 5r’ 0yj30y~ ~
(.5~4)
para todo ev = 1. ni, y ¿e en el dominio de s. Es directo comprobar
ahora que las condiciones (5.2) y (5.3) son suficientes para que se verifique
(5.4). Veamos que son también necesarias. Como la elección de la sección
es arbitraria, dado un punto ¿e E A’f y un elemento j4s E (.JiE)~, podemos
escoger una seccion local s con este 1-jet tal que (32</0=5P)~ = O para
jOe4L4cici¿i . . . n: = 1 -ni. En ese caso, se deduce la ecuación (.5.3)
uu
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e
Finalmente, en vista de la ecuación (5.4), si la condición (5.3) se verifica.
se tiene e
52~4
(14s) (<=0.
0740< 0¿eíDÚ me
para cualquier sección, lo que implica inmediatamente la condición (5.2).
0-
Corolario 5.1.6 (Campo escalar) Sea p : E —> Kl un fibrado cuyas fibras
son de dimensión 1, esto es, dimE = dim A1+1 (o seam- = 1). Entonces una
densidad lagranqía-na £v sobre .Ji(E) es variacionalmente trivial si y sólo la
forma de Poincaré-Cartan (véaI¿se, por ejemplo, [GarS]. [CoSI. [EMRfl es a-
cerrada.
DEMOSTRACIÓN. Las ecuaciones (5.2) y (5.3) se escriben en este caso como a-
52£
2 =0. ¿<¡=1.... it:
5y~By~, me
0£ _ 02£ 02£
— + 21- o
Dv 5r’Dy.~ DvOm 1
La primera condición implica que £ es una función afín de la forma £ = £0 +
£½psiendo £~. £ . i = 1 it. funciones diferenciables de las corrdenadas u,
(¿el - -‘~- y). La segunda condición se escribe entonces como
Oto 5” 0-
Por otra parte. como es bien sabido (véanse [Gar3], [CoSi. [EMR1) la expre-
sion local de la forma de Poincar&Cartan es
e = (íy~ ~ (d< — 217d¿e’) . n + Li:. e,
siendo = d¿e A A dr’. v~ = d¿e
1 A A d.xz A A d.x~. Por tanto. se —
t-íene
15£ s me
í1t±id A (dyde = y-—’ Y~i) — y
1d¿e’) A
0£ - DC 0= e,
+ (—1)1—dv< A dr-’ A v~ + d£ A-u = —--—--el-y A -4- —ely AOrn’ 5r’ e,
O.
e,
e
O
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que es nula únicamente si la igualdad (5.5) se satisface.
cg. d.
Corolario 5.1.7 (Mecánica) Sea Kl = IR o S~ y p E = Kl Y Q —* Al
la proyección sobre el primer factor, donde Q es una variedad de dimensión
-ni. (o sea, n = 1). Entonces una densidad lagranqiana Lv sobre J~ (E) es
-t’ariacionalmeate trivial si q sólo si ¿a forma de Poincaré-Gartan es cerrada.
DEMOSTRACIÓN. Sean (q’ qm) las coordenadas de la variedad Q y
(t.qa4t) las de [(E). Las ecuaciones (5.2) y (5.3) se escriben en este
caso como
2_02£
=0. a,/3= 1,... ,ni,
5~
— 4- . qQa-=1,...,m.Sq~ — DtOúa ¿3qIiSqa
La primera condición implica que £ es una transformación afín de la forma
£ tI £<, + L~ú0 siendo L~, £a, a = 1 -ni, funciones diferenciables de las
corrdenadas (it, g’ - gm). La segunda condición se escribe entonces como
5L~ -
-~ -771
54,,
Oit
5L~
ev=1 -t-n.
que implica
D£o _ 54
Dqo ~W’
BiS
4
(5.6)
(5.7j
para todo a. 3 = 1 ni. Por otra parte, de la expresión local de la forma
de Poincaré-Cart an. se tiene
de = d(+) A (dqn
0£
— ~
DI
— rfYt) — A dI -- diC A dÉ
¿9£ SiSoA dq
0 + —d0
Dq4 A dt.
que es cero unícamente sí se verifican (5.6) y (5.6)
c.q.d.
e’
me
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Observación &1.3 La Proposición 5.1.5 puede forrniílarse intrinsecamente
del siguiente modo. Sea PiO : 11(2) —> E la proyección canónica. Una u,-
densidad iS ti define un problema variacionalmente trivial si y sólo sí existe
una a-forma p{o-horizontal w en J1(E), tal que:
e,
(1) dw=0.
O
(2) L(~s) . v~(X’ X”) = wgí
5(Y’ - Y’), ~s E J1(E) para cual-quier n-upla de vectores tangentes X1 - X~ E ftM. siendo Y’ E e,
= 1 n. vectores tales que (pío),Y~ s,X’.
e,
La pio-horizontalidad de w hace que esta última definición no dependa
de los vectores Y’. 1.... n, elegidos. Para una demostración de este
resultado, véase [Krl). a’
5.2 Lagrangianas invariantes en J1(C(P))
5.2.1 La noción de densidad invariante O
Sea ir : E> -e Kl un librado principal y sea p : 0(P) Kl el Librado de las
me
conexiones.
Definición 5.2.1 Una densidad lagrangiana Lv definida en J’(0(E>)) se di- O
ce que es invariante por transformaciones gauge infinitesimales (abreviada-
mente, gauge invariante) si se veriflca a-
AQ~(L) = 0, (5.8)
a
para todo campo gauge A’ E gauP, en donde X~X> es la subida al librado
.2(0(P)) de 1-jets del canípo X
0 E X(C(E>)) (cf. Definición 2.3.2). —
Se dice que una densidad lagrangiana es invariante por auto mo rflsmos cfi—
nitcgsín¿aíes (abreviadamente. autP-invariante) si se verifica o
o
me
para todo campo X’ E autE>.
me
0-
a
e,
e,
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Observación 5.2.1 Si Lv es una densidad lagrangiana autP-invariante, se
t1EgII(~
¿ ~~~(iSii)— X~1~(iS)v + £Lxoív 0. (5.10)xc o
41)
para todo X e autE>. El campo X=-.es p
10-proyectable al campo Xc-, siendo
Pie : 1
1(C(P)) -e C(P) la prqyección canónica. Si A” E .X(A’1) es la proyec-
cíón de A’ E autE> a Al el campo Xc es a su vez proyectable a A”. Entonces
_ -— A” y. como t’ es una forma de-A’!, se tiene
Lx(U-i’ Lxv = divX’ u.
Por tanto. la igualdad (5.10) es equivalente a
+ LeivA” = O,
para todo A’ E autP. Si A’ E gauP, entonces A” = O y se recupera la
condición de la fórmula (5.8).
Nótese finalmente que si u’ tI f . u es otra forma de volumen en Al, y
Li’ = iS’v’, es directo comprobar que, para A’ E autE>, LXcu(Lv) = O si y
solo si LX
11>(iS’v’) = 0, lo que hace independiente la definición de invariancia
CC
respecto de la forma de volumen de Kl escogida.
5.2.2 Caracterización de lagrangianas gauge invarian-
t es
Las densidades lagrangiana gauge invariantes se caracterizan geométricamen-
te a través del Teorema de Utiyama. Para la demostración de este importante
resultado, así como para las definiciones y propiedades previas que vamos a
exponer a lo largo de esta sección, pueden consultarse, por ejemplo, las refe-
rencias [Ble. §10.2]. {Eck]. [0ar23 y [Uti].
Definición 5.2.2 Sea ir : E> -e ¡V! un Librado principal arbitrario. Se llama
jibrado de curvatura al librado vectorial ir,,: A> T*M ‘~‘ adE> —+ A-I. siendo
ir9 : ad? —* A-! el fi brado adjunto (cf. Definición 1.4.5).
Se define la aplicación de curvatura como la aplicación librada
£2: 1
1(0(E>)) —~ A> T*Kl 2 adP,
uu
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e
dada por
Q(Áur) tI ((2r)x,
en donde Up representa una sección local de p : 0(P) -e Kl (y por tanto una
conexión local 1’ de- ir : E> -e Al) y (2~ es la 2-forma de curvatura de E vista
como forma en Kl con valores en adP (cf. Observación 2.8.1).
a-
Observación 5.2.2 Consideremos una base B~ E>m del álgebra de Lie
g y un sistema dc coordenadas (.t’ xn) definido en un entorno U c Al
en el que el librado ir E> -e Al sea trivializable. Sea (r’. A]) el sistema O
de coordenadas en 0(P) definido en §2.2 y sea (V.At A]1) el sistema de
coordenadas asociado en el librado de 1-jets 1
1(0(P)) (cf. §2.4.2). En el e,
librado de curvatura A> PA’! Ñ adE> sc define un sistema de coordenadas
(¿ei.R%), 1 <2 i <j <fl_ 1 <a <-ni, deforma natural por la condición
2
W=ZLRt(W)d29AdVOBo, WEAT*¡VJEjadR —
(Reciiérdese que ~1, Bm, forman una base local del fibrado adE> (cf. e,
§2.2)). Entonces la expresión en coordenadas de la aplicación de curvatu-
ra es la siguiente
a
ft?- eCl = A]- — At — c7~AS A.?. (5.11)
Proposición 5.2.3 La aplicación de curvatura (2 : J’(0(P)) — A2T*Al a-
adP. es una submersión suprayectiva.
e,
Observación 5.2.3 Corno el librado adjunto adE> es un librado asociado a
ir : E> —+ AL <cf. Deflnici¿nl.4.5). dada una transformación gauge ~> E GauE>.
se define de forma natural una transformación ~at1 : adE> adE>. dada por u,
td((u,B)ad) tI (dI<u),B)ad.
u’
Si A’ e gauP es un campo ga-uge y {t}tE~ es su flujo, se de-sigan por Xad E
X(adP) al campo del librado adjunto cuyo flujo es {(t)a<¡}tc~.
Las aplicaciones gauge operan trivialmente en el Librado A>T’¡\I. Por tanto
podemos definir una representación de álgebras cíe Lic
e,
gauP —* X (A2 T*Kl -Ñ ad?) X
a
a
e,
e,
u,
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que por abuso de notación representamos igual que la representación en adE>.
Con las coordenadas (¿e’. R%j,1<i<j<n.1<o<m.de~QT*M®adP
introducidas anteriormente, es sencillo comprobar que, si Y = es la
expresión local de un campo gauge (cf. ecuación (1.10)), campo X54 tiene
por expresión
5
Xaa = cLgaRt, 5R~ (5.12)
ti
Definición 5.2.4 Se (jice que una función diferenciable É: A2 T*AfOadPIR del fibrado de curvatura es gauge invariante si
A’aci(É) = 0,
para todo X e gauE>.
Teorema de Utiyama. Una ¿aqrangiana £ : J’(C(P)) -e IR es gauge
-¿-¡¿variante si y solamente si se puede expresar como
Lo (2,
siendo §2 la aplicación de curvatura u É: A2 T*Al®adP -e IR una aplicación
gauge- invariante del fibrado de curvatura.
5.2.3 Densidades definidas por formas de Ct¿P)
Las formas ga-uge invariantes que se han caracterizado en el Capítulo 4. pro-
ducen densidades lagrangianas que son gauge invariantes, Más concretamen-
te:
Definición 5.2.5 ([HMÍ], [Kr3, §4.1]) Sea ir : E> -e Al un librado principal
arbitrario y sea ~,, una forma de 0(P) grado -r¿ = dim Al. La forma ~ define
lina densidad lagrangiana £cv = ¡Xc : Ji(0(p)) A~ tAl de la siguiente
manera
A~(Áa)(Xi A’~) = ~ ..
para cualquier j¿a E 11(0(P)) y Y
1 ½ E 71 Al, ¿e E Kl. Más abrevia-
ilamente se puede poner
¡Xc,ijla) =
Nóte-se que la definición es correcta porque (a*4~)~ sólo depende de g~.
nr
e-
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e-
Proposición 5.2.6 5-1 ~ es una forma gauge invariante (respectivamen-
te autP-invariante) en 0(P) de grado n = dim Kl (cf? Definición 4.1.1),
entonces la densidad lagrangiana ~ 85 gauge -invariante (respectiva-mente
autP-invari ante).
u,
DEMOSTRACIÓN. Consideremos un campo A’ e autE>. Sea {~}t,~ su flujo y
sea {Yt}tc3 el flujo que define en la variedad base Kl. Sean (t)c : 0(P) —* a
0(P) el flujo de A’c- (Definición 2.3.1) y (tt)~> : J’(0(P)) —~ f(0(P)) su
elevación al librado de 1-jets (cf. [Sau,§4.4]). Si ~ es una forma autP-
invariante es 0(P), se tiene O
= ¡V~(j~)((t)c ojo 4~)) o
= (Ykt)coaoYEl)*t
tI (~t~7u~(t)S~n O
= (Y¿)*AÑjla) o
para cualquier 4a e ji(O(p)) Si tomo una forma de volumen y en Kl y
escribo A~ = 4 . y, la anterior igualdad se escribe corno O
Le (t)~?> = = se,. (Y—Y’> (5±3) a
Consideremos ahora
ad
u) = ~
e
Utilizando la ecuación (5.13). se tiene
(YIKílh* (4 . u) = (4 o (~)g)) . (p$v o
= L4 (yj* (Yt)
t
= iS~. u. o
y por tanto la derivada de Lie se anula, esto es, la densidad lagrangíana es e,
autE>-invariante.
Si se consideran campos ga-uge X E gauE>, la demostración es igual con
la simplificación en este caso de L~¿ = Id~-
1.
c.q.d
a
a
a
u.
o
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5.3 Densidades autF-invariantes en J’(C(P))
5.3.1 Lagrangiana asociada a un polinomio de Weil
105
= (Sk(~*))G un polinomio de Weil de grado k (cf. Definición
1 eadP —* 1k multilineal simétri-
Sea j E J~
4.2.8). Se- define una aplicación f : adE>e.
ca por la condición
J((u, Ai)3~, . . . , (u, Ak)ad) = f(A1, . . . , (5.14)
(u, AI)3d E (adP)~. 1 <i <2 k. ¿e E A. La invariancia de f por la transforma-
ción adjunta (fórmula 4.8) asegura que la definición anterior no depende del
piufto u E ~ — I (¿e) elegido.
Definición 5.3.1 Sea ir : P —+ Al un fibrado principal y supongamos que la
dimensión de la variedad base es par, dim Kl = 2k. Sea
2Xí:A T*MQadP~>A
la aplicación definida por
1
(2k)! E s(w)fCCS2k
para cualquier w E (A2 PM o adE>),T~¡VI con valores en (adP)~. £ E Kl. vista como una 2-forma en
C’ada polinomio de Weil de grado le define por tanto una densidad lagrangiana
Af = Áf 0(2,
siendo (2 la aplicación de curvatura.
Proposición 5.3.2 81 Al es compactay dim Al = 2k, las densidades ¿Qq-rau-
qia-nas del tipo Af = Af o (2, con f E I{, son varzacionalmente triviales.
DEMOSTRACIÓN. Sea o} ¡Vi 0(P) una sección arbitraria del librado
de las conexiones y sea F la conexión en E> que define. La imagen de la
aplicación
(2
0ji<~ : lvi A2T*¡vI®adP,
tI
PM.
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y
no es más que la curvatura (2~ de 1’ vista como 2-forma en ¡VI con valores en el
fibrado adP. De la Definición 4.2.2, se comprueba que Á~(9ojia~) = f(§lp).
Por la Proposición 4.2.3—(2), si se elige otra conexión F’. la forma f((2r>
difiere de f((2r) en una forma exacta, por lo que el valor de la integral
nr
.tf(a~) = ¡ Áí((2 o fiar) = f f(§2p),
a
no depende de la sección Up escogida. Sea ahora Y E X2(C(P)) un campo
vertical de 0(P) y sea ft} su flujo. Sea a
1 = t o ar. Ténemos £f(a~) no
depende de it y por tanto e
o = d Lo d d f (41(i>Ji)*\
dt tI 1t h-r0 JM = dÉ ~-=~ e
d [~1 x*r.j,(¡)\*~ = f(j’ar)~(L~wA1).
dÉ JM JM e
que quiere decir que el problema variacional es trivial.
e.cj. el. —
Proposición 5.3.3 Si dimití = 2k, la densidad lagrangiana A~ = A~ o (2
asociada con un polinomio de Weil 1 E 15 com-o se da en la Definición me
5.3.1 es igual a la densidad lagrangiana ~í(o~) definida con la forma autE>-
-invariante f(§22) de 0(P) que se da en la Definición 5.2.5. me
DEMOSTRACIÓN. Se-a £ E Kl y sean X1 ,...,A’,, E ?T1A1 arbitrarios. Si
considero la densidad lagrangiana A~ = Á1o(2 tal como seda en la Definición
me
5.3.1. se tiene
1
A1(jar) = (2k)! ‘½52k¿(w)f ((2r(AÑT(i>, Xr(2)) Qv(X7-(2k-1) A’~(2k))) . e,
-I
para cualquier JSaF E J’(0(E>))~. Por otra parte, por la propiedad de curva- e,
ti.ira universal que posee (22 (cf. Observación 2.8.2), tenemos que (2~ = uSfZ2.
Así
Af(J~av) (2k)! E cQr)j(oj(22(X
7-EV
82k
O
Si se tiene en cuenta la ecuación (5.14), la definición de la forma f(§22) (véase
la Proposición 4.2.4 y la definición de densidad lagrangiana ~íío~) dada por
una forma diferencial en 0(P) (Definición 5.2.5). se concluye.
e. q.
e,
a
e,
a
e,
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Corolario 5.3.4 Las densidades lagrangianas asociadas a polinomios de Weil
son autP-invariantes.
DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de la Proposición 5.2.6. e. q. d.
5.3.2 Estructura de las lagrangianas autP-invariantes
Acabamos de probar que las densidades lagrangianas definidas por polino-
mios de Weil son autP-invariantes. A continuación vamos a demostrar que
estas son básicamente las únicas.
Lema 5.3.5 Si Y es una variedad diferenciable y f E 0~(R~ Y Y) es una
función que verífica
- Of (5.15)
siendo (¿el ~~n) las variables de IR4, entonces Of/0x1 E 0~(N), i =
1 U.
DEMOSTRACIÓN. Fijemos un par (x,y) E R~ Y Y y sea ~(t)= f(tx, y). Por
(5.15) se tiene ó(O) = O y por la regla de la cadena,
-Df
~t f
Dxl
es decir, f(Éx.-y) = ~(t) = t.f(x.y) = LVíÉ¿e}5f/Dz1)(Éx,y). Así, f(¿e,y) =
E2=1 ¿e1(Of/5¿e1)(tx. -y) y haciendo it = 0,
- Of
f(z,y) =
que finaliza la demostración.
ccl. d.
Lema 5.3.6 Seag un álgebra de Lic. Sea (x1R%), 1 <2 i < J ~
a = 1 ¿u. el sistema de coordenadas naturales en A2T*Rn Ñ g. Si
f E C~ (A2 T*Rrt g) verifica
f=ZRo Df Vi=1 n, (5.16)
¡41
donde consideramos E>]>. = —Re- cuando i=J, entonces:
32
ee,
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e
• Si n es impar, la función f es nula.
a
• Si u es par (n tI 2k),
f = ...dn Ra’- Rek e,
&~ 2122 !n—IZn
siendo {i1. . . . . i4 cualquier permutación de {l n} y .<;zk Jun~ e,
czones diferenciables de R~’.
a
DEMOSTRACIÓN. Por inducción en la dimensión n. Para n = 2. se tiene
f = Df u,
y por el Lema 5.3.5, Df/0R72. a = 1 - -ni, son funciones dife-renciables de —
lR~.
Para n tI 3 e i = 1 en la fórmula (5.16), se tiene e,
Dff ~ ____ + 1< (5.l7~fl2OR? ia5R~ - e,
y por el Lema -5.3.5, para cualquier a 1 ¿, Of/SR?2 no depende de
ORl0. R~ RL R7~. Para i = 2 en la ecuación (5.16). tenemos
a Df Df e,-f=&15~0 +R%k~
y otra vez por e-l Lema 5.3.5. 5f/5R.~, tI —5f/DR~ no depende de las —
variables ~b I4Q~. es decir. 0f/DR72 e 0~(R~), a = 1 Igual con
Of/DR~ y ~f/~E>?3~Derivemos ahora la igualdad (5.17) por Ñ3. Se tiene e,
Df/eRg3 = 0. a = 1 - n. e,
Igualníente con 5f/5R~ y Of/Ot. Entonces f = 0.
Continuando con la inducción, supongamos cíue el lema es cierto para e,
x’ consideremos el caso ti. Sean [2 = Df/DR?2, ev = 1 rri. De. la
ecuación (5.16) para i = 1 y del Lema 5.35, se de-duce que no depende
de ~ k = 1 -u, fJ = 1 -ni. Como fJ2 = f21 tampoco depende de a-R~k. k = 1.... n,13 = 1 m. es decir, fJ2 se puede ver como una función
a
a
o
e,
e,
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de A2T*Rn2 -Dg. con variables (~3 ,...¿efl) en 1kn2 Si derivo la ecuación
(5.16) para i > 2 respecto de R?2, se tiene
Df¿2
es decir, fj2 veriflea las condiciones del lema para u — 2. Por hipótesis de
inducción, si -¿i — 2 (y por tanto n) es impar, f¿2 — 0,ev=1,...,m,yde
manera análoga para f§ — Df/DR~» i,j = 1 - n, ev = 1... . , -ni. por lo que
f = O por (5.16). Si u = 2k, la hipótesis de inducción afirma
— Of = A’3’~ R02 ~ -
a,a2...ok 23 4
siendo {i3 i,.~} una permutación de {3,. . . , n}. Análogamente para fU,
tI 3 - u. ev = 1 -ni. En vista de la ecuación (5.16) para i = 1 se
concluye.
c.q.d.
Teorema 5.3.7 Sea ir : E> -~ Al un fibrado principal. Supongamos que
tanto el grupo estructural CI como la variedad base Al son conexas y que Al
es oríentable. Entonces:
(1) .91 u tI dim Al es impar, entonces la -única densidad lagrangiana autE>-
-¿¿¿variante es la densidad cero.
<2) Si la dimensión de Al es par, 2k = dim Al. las -únicas densidades la-
grangíanas autE>-invariantes son los asociadas a polinomios de Weil
f E J5j (cf Definición 5.3.1).
DEMOSTRACrÓN. Sea iS y una densidad lagrangiana autE>-invariante. En
particular, £ u será gauge invariante asi que. en virtud del Teorema (le
Utiyama, existe una función É : A2W¡Ví o adP -e IR ga-uge invariante (cf.
Definición 5.2.4) tal que
Lo (2,
siendo £2 la aplicación de curvatura. Consideremos un sistema de coordenadas
(¿ei ¿en) en A-! tal que y = el? A .. A df’ y sean (a9, A~’; A?)~ ij =
1 n,c>s=l.....m.y(¡r’,R~),l<í<y<n,ct=l m,lossistemas
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de coordenadas inducidos en J1 (0(P)) y A2 T* Kl O adP respectivamente.
Los automorfismos infinitesimales A’ E autE> tiene la expresión local (cf.
ecuación 1.11)):
-o -Y = f— + g~Ba.
Dxi
Consideremos en particular un campo A’ = §0/Ox’. Su elevación al librado
de las conexiones 0(P) es (cf. ecuación 2.3)
fi—Xc- tI o — 5f1Aa 0
J
y, por las fórmulas de levantamiento de (:ampos vectoriales al Librado de 1-jets
(ver por ejemplo [Sau,p.133] o [Mul)
<1>
-c
o
— fi-’---—¿9¿eí
¡Df’
a
1 DA]
0.1
+ OXX~ A])
&
OA%
La condición de- autP-invariancia L~u~ (L ‘-o) = O (o equivalentemente. por
-c
la Observación 5.2.1, X~’(L) + iSdivA” tIC) para el campo en cuestión es
DLA?
DA]
01( ¿9£’ + £7,A]1 +
.1.1
=0.
(.5. 18)
Si tomamos 9 1, ji = 1,... - a, se tiene
DL
——0. Vi=1,...,n.
5y3
Escojamos un punto ~o tI (x¿
de índices i. 1¿ E { 1. . ‘>4.
(5.19)
E Kl arbitrario y lijemos un par
Si tomamos las funciones fi — (~h —
y = 1 la condición de autP-invariancia (5.18) evaluada en puntos
-1y~0a es:
AL
DA]1
SL
+ A]154,
e,
e,
(5.20)
a
e,
a
a
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a
e,
u,
e,
O
a
e,
13DiS op
Dxi ¿3xJ
a
e,
me
a
a-
tI A?—
‘DA]
u,
e,
5.3. DENSIDADES AUTP-INVARIANTES EN J’ (0(P))
en donde hemos eliminado toda alusión al.punto ~o al ser éste arbitrario. Si
lijamos unos índices i, hl ~ {1. . . . , n} arbitrarios y definimos f1 = (x’~ —
— 4)6~, ji = 1.. . . n, al evaluar (5.18) en puntos ita se tiene
A] ( DL
DA]
1
8£
+ DA~
l.h
) =0, Vi, Ji) = 1 (5.21)
en donde, de nuevo, se omite la alusión al punto ~o arbitrario.
Por otra parte. tenemos iS tI o (2. Por la regla de la cadena, teniendo
en cuenta las ecuaciones de la aplicación curvatura (2 (cf. ecuación (5.11)),
se tiene-
DL _ DÉ
OA~- — o(2
ORgi
DL ¡3DÉ
111
en donde hemos suponemos que R~ = —2], siempre que i <
estas identidades a las ecuaciones (5.19), (5.20) obtenemos
sil DÉ
__ cf½Q, tÉo(2=R%~ot~
Dx’ - ji
ji. Si aplicamos
i, Ji = 1 -a.
o más simplificadamente. teniendo en cuenta que (2 es suprayectiva (cf. Pro-
posic~on o.2.3~
DL
=1 (5.22)
= DÉ
ji
(5.23)
La ecuación (5.21) proyecta al cero.
Si ponemos h = i en la ecuación (5.23), el Lema 5.3.6 afirma que sí n es
impar, L tI 0.v si a tI 2k, entonces
fl$ R9~’ -
al.ak 1,12 1n—ltn,
(5.24)
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siendo A~1; constantes en
quier permtitacion de {l
(5.23).
virtud de- la igualdad (5.22) y {i
1 -
Si tomamos ahora Ji ~ i en
-¿4 cual—
la ecuación
DÉ
DR~
a
Derivando la anterior igualdad por ~ primero y luego por R/b, se obtiene
tRÉ D
2É
DR4 8=’ + DE~ DR’3la /0> - ib ha
+ a a3L
para It # i. a, b = 1.... a. 3¿y tI 1 -ni. El último sumando es identica-
mente cero pues en la expresión (5.24) no se repite ningún índice i
1.
y estamos derivando respecto R~ y R$ Volviendo a la expresión (5.24). la
última igualdad implica
A
t’ a...b,.4~ + A’’’”a
1 ,..,a~ =
e
a,b=1,
O
Como las trasposiciones generan el grupo de permutaciones. se puede afirmar
a1
a
e,y por tanto
ÉÁai ak >j 3(T)Ry1>(2) (5.25)
7~EV Sn
De la definición de densidad lagrangiana asociada a un polinomio de Weil f E
(5•(gfljY (cf. §5.3.1), es directo comprobar que en los abiertos coordenados
utilizados. £ = Lf para
j. = A - E” y . . . y Bak
en donde y representa el producto simétrico en Únicamente resta
comprobar que el polinomio f así cíe-finido es efectivamente invariante por
la adjunta. En efecto, por el Teorema de Utiyama, iS es una función gauge u,
ínvariante Si tomo el campo gauge Y tI E, su flujo {b~},~; es t(xg) =
me
e,
u,
u,
112
Sr
a
me
— 0.
nr?
a-
me
u,
O
a-
e,
e,
5.3. DENSIDADES AUTP-INVARIANTES EN J1(C(E>)) 113
(¿e. exptB . g). Se debe verificar por tanto Lo (~t)A = il. Si ~ = Éf. de
§5.3.1, se tiene
1 ____(2k)! >1 g(-r)f (Ad~~~~
8§2 (~[~> D¿er(21
)
QÁE
Adexpts(2 ko cQx#n)))
que es igual a L = Éf solamente si f o AdaPtB = f para todo it E IR y todo
B E g. Como al ser O conexo la exponencial genera al grupo entero, tenemos
fo Adexpg = f para todo g E 0, es decir, f es un polinomio de Weil.
c.q.d.
Como las lagrangianas definidas por polinomios de Weil son variacioríal-
mente triviales, se concluye del Teorema 5.3.7 que el grupo de simetría AutE>
es demasiado grande a fin de proporcionar problemas interesentas desde el
punto de vista físico. Esto podría darse corno explicación del hecho por el
cual nunca se impone la autP-invariacia a las leyes de la física.
5.3.3 Ejemplos
El grupo U(1)
Sea ir : E> —~ Ni un Librado arbitrario de grupo estructural U(l). Si dim A-! =
u = 2k, el único polinomio de Weil de grado k es, salvo constante. f(t) =
t~. La densidad lagrangiana asociada a este polinomio de Weil es Af
.J’(0(P)) —~ A~ T*Al. Af = Pf o(2, siendo
Pf: A2 T*IV! -e AnT*M, Pf(w2) = w2A <Y. Aw2.
Si consideramos un sistema de coordenadas (¿el; A1) en 0(P), tal que u =
d¿e
1 AA df’. y el sistema (¿e>: A
1, Aej inducido en J1(0(E>)), la aplicaciónde curvatura tiene por expresion
y asi
Lf . J tI ~ >j £(T)lir(i)r(
2) . . . Rr<ni>r<n~
reS”
Ir
nr
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nr
Esta expresión no es más que (salvo constante multiplicativa) la expresión del
pfaffiano del Librado ir: P -e Kl en función de la curvatura de una conexion nr
(véase-, por ejemplo [KN, XII]). La clase (le cohomología del pfafflano es la
clase- de Euler del librado. Si la variedad Kl es compacta. el valor de la
e
integral <leí pfaffiano es por tanto el número de Euler del Librado, que no
depende de la conexión escogida. La trivialidad variacional del problema
definido por L . -u es manifiesta. —
Para un estudio más detallado (leí caso O = (1(1), véase [CM3].
a
El grupo 3(7(2)
El álgebra de polinomios (le Weil está generado por cl determinante, es decir, e,
jSU(2) — Rldet]. Nóte-se- que, como el determinante es un polinomio de grado
2, cualquier polinoníio invariante es de grado par.
Sea ir : E> —> ¡1’! un librado principal de grupo estructural 5(/(2) sobre un
variedad de dimensión n par Para poder construir una densidad lagrangíana
asociada a un polinomio de Weil (véase §5.3.1) hay que partir de un polinomio e,
de Weil de grado n/2. Por lo comentado anteriormente, n/2 debe ser por
tanto un número par. A la luz del Teorema 5.3.7, hemos demostrado por
tanto el siguiente resultado:
Proposición 5.3.8 Unfibrado ir: E> —* ¡VI de grupo estructural SU(2) posee e,
densidades lagrangianas autP-ínvariante distintas de cero únicamente si la
dimensión de»! es múltiplo de cuatro.
me
Ejemplo 5.3.9 Para ilustrar este resultado, consideremos que la dimensión
de la base es la menor posible, es decir, dim Kl = 4. En un sistema de
coordenadas (¿ei. A~. A~§) de Ji(O(E>)) no es difícil comprobar (a partir de-la —
expresión 4.24) de la forma autP-invariante 774) que la densidad lagrangiana
asociada al (le-terminante tiene por expresíon e,
L - tI ~123 E t(T)(A7-(l)7-(2) A’ — r(i),r(2)~ <(3)’ <(4))det 4 r(3),w(4) 2A1 42 ~3 e,“e
para = d¿e1 A di2 A dA A Ir4.
0-
EL grupo (7(2)
e,
En este caso, el álgebra de polinomios de Weil tiene dos generadores, la traza
y el determinante, es decir, 9(2) — R[tr. det]. La traza es un polinomio de
e,
O
a
e,
me
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grado uno y el determinante es de grado dos, por lo que hay polinomios de
Weil de cualquier grado. Luego en el caso de librados principales ir: E> —~ Al
de grupo estructural (1(2) y dimensión de la base par, a diferencia del caso
(7 = 51)1(2), siempre hay densidades lagrangianas autE>-invariantes distintas
(le cero.
De hecho, en el caso particular dim Kl = 4, hay dos densidaddes lagran-
gíanas esencialmente distintas: las asociadas los polinomios tr tr y det. En
vista de las expresiones locales de las formas autP-invariantes g2 y ~/4 (cf.
ecuación <4.25)), no es difícil comprobar que la densidad asociada a tr tr es
Ltr.tr = ~ s(-r)A?(i)<(2) A~(a)~(4>~
<(84
y la asociada al determinante
1 - ~ l¡~fA~ A
1 —2»
Ldet = £trtr t ~I23 ¿..~ rtr Ar(1)r(2) r(3),r(4) r(i>,r(2) i-(J¡---re¡),
4
<(84
para y = dr’ A dr2 A dr3 A dr4.
5.4 Lagrangianas triviales gauge invariantes
5.4.1 Derivada de Lie respecto de un campo multivec-
tonal
Sea x = Y
1 A... A -Xl E AkX(M) un campo multivectorial descomponible.
Se define entonces un endomorfismo graduado C~(¡Vf)-lineal ~< : (2(Al) -*
(2(VI) de grado —4 por la condición (cf. [CV,p.79], [BM])
yWr =
1x, ~ . O ZXkWr ¿ (2rk(Al), Wr E §2t(¡Vh. <5.26)
Para un campo multivectorial arbitrarior x~ la aplicación < se define por
linearidad a través de la anterior fórmula
La derivada de Lie L~ : (2(Al) —* (2(Al) con respecto a x E AkX(.XI)
5e- da por la fórmula
L~ =i~od— (~l)kdoi~ = Li~,d] (5.27)
Nótese que Lx es un operador de grado —k ±1.
it
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Sea O un grupo de Lie. Consideremos ahora el espacio A t(Kl)g S(g~).
siendo S(g’) el álgebra simétrica de g. Sea <~ tI x Of E AkX(Al)® S>(g~)
un elemento descomponible. Se define
(2r—h-+l(NJ) q
por la condición
Lx(wr) = L~w< Of.
de modo que el polinomio f opera trivialmente. Para un elemento arbitrario
X de- Y X(AJ) o 3(~*), la aplicación L~ se define por linearidad.
5.4.2 Notación
Sea Xk E It x(Al) 0 15 = y (~ví, A2k T(¡VI) 0 15) para le entero tal que
0 <2 le = [n/2]. donde los corchetes representan la parte entera. Se define una a
aplicación en el Librado de curvatura
2 a
MOadP—tR,
de la siguiente manera.
potencia le
e,Sea w
2 e (A2 T*¡Ví O adP)~, ¿e e 11-1. y tómese la
w
2A .~Y. Ato2 E (AT~KI ®SK(adE>)%.
a
Nótese que se toma la potencia simétrica de adE> pues al tratarse de 2-formas,
el producto exterior es simétrico. Entonces
a
k(-W9) tI <4w2A IX Am2) - (5.28)
en donde (. representa la contracción de un elemento A2K T(3I) ¿1.con un elemento de su dual. La aplicación de dualidad de 5 (gtG =15 en
~k (adE>) se define por la fórmula (5.14)
En particular, si XK tI -& f y u’>
2 = &¡2 0 77, se tiene
Ahl( w2) tI i4w2A .~Y. Aw2) . f(-n~ Y’., i~).
a
(5.29)
a
a-
o
o
e
e.
a
a
e,
a
o
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En las coordenadas locales (¿el; R~) introducidas en el librado de curvatura,
si se tiene
¿9 5--
___ >tI?..~t2kBO1VVBQIc
Dxi’
se obtiene directamente que 24. tiene por ecuador
>t.~tt E ¿(T)Rtl>jr(2> ‘r<2k—1>’r<2k) (5.30)
<~
82k
5.4.3 Estructura
El siguiente teorema da una caracterización de las lagrangianas gauge inva-
riantes y variacionalmente triviales en función de multicampos vectoriales de
“divergencia cero”. Más concretamente
Teorema 5.4.1 Sea ir E> —+ Kl unJibrado principal de grupo estructural un
grupo de Lie conexo (7 sobre una variedad ¡VI orientable. Sea y una forma de
volumen sobre ¡VI. Entonces las lagrangianas en J1(C(E>)) gauge invariantes
y variacionalmente triviales son de la forma
ln/21
L=EXko(2,
k’=O
siendo -(2 la aplicación curvatura y 24 e A2k X(M) o 4 tal que
Lxk’>=0, letIl {421. (5.315
DEMOSTRACIÓN. Sea £ y una densidad lagrangiana gauge invariante y
variacionalmente trivial. Por el Teorema de Utiyama, se tiene que £ = £oQ,
para cierta É:A2 T Al & adE> -e IR a su vez ga-uge invariante. Sea (¿e’,
un sistema coordenado en un entorno U de- Kl en el que ir sea trivializable
y tal que’> = dz1 A .. A df’. En los sistemas de coordenadas inducidos en
J’(0(P)) y A2 PAl adE>. la Proposición 5.1.5 implica en este caso que la
lagrangiana L debe verificar
52£
+ =0, i,j,k,h= 1 , aB = 1 rn. (5.32)
DA]
1~ DA’3 DA? DA
9fAx
nr
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¿92 L
+ DA/>OA? A~k, j =1 ,oi =1 ¿a. (5.33)
Por la regla de la ca<lena, utilizando la expresión local de la aplicación de
curvatura (cf. ecuación (5.11)), se obtiene
DL DÉ
— o(251k- 5~k
e,
o(2,
~ ‘ DR’3
e,
DL _ DL
DA?Ax DR
0 o(2.
52¿ 5tC
en donde se supone R~- = —R en el caso i > j.
ecuación (5.32~ se transforma enDR%DRft oQ± 0(2=0, i,j.-k,h=1.
DR1’~OR%
y la ecuacíon (5.33) en
(A
SR’3
02É
0(2= +
¿9~k SR;
Con estas expresiones. la
• ctS = 1 - ni,
(5.34)
(5.35)
Por otra parte. sabemos que la función L es gauge invariante y por tanto.
de la expresión local de la representación gauge en el fibrado de curvatura
(véase la ecuación (5.12)), se verifica
--
4DL
cj’>R =0
k
1=1 m.
Si se hace la derivada de esta última igualdad por R~h, se tiene
2cY~]jj + cL< DR
2 DR”
jh 1k j/~
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4a
e-
e-
e-
e
DL
SA?
-3
e,
O
O
o
U A’> 4T o(2.½‘>j44 hORY DR
0
iii jk
u,
me
e
(5.36’
e,
u,
e,
o
e,
e,
u,
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y componiendo con la aplicación curvatura
26 DÉ (22~’ 433 o
~k¿j~ ORYh
(2~ 9 I4>”A” D2É 0(2=0.
~, 1 be ~ DR0
1k jh
Multiplicamos por A~ y sumamos en ir y en Ji y obtenemos
2c;
0AR DÉ
DR?~ (2+26 AM’3<19 Ti 1k DR~ DR
0
jh
D2É
— c?j’>cA~’A~A< 1k BR~ ~ =
El último sumando es cero (véase el anexo al final de la demostración de este
teorema). Entonces, haciendo uso además de la ecuación (5.34)
0-e
ci
0A< o(2ADRY
jh
‘3 D
2~c 0 (2 = c%AA% DR7~DR~
~ctAA1k¿9RY DR’Ti
1k
Con esta ecuación podemos simplificar la relación (5.35) y tenemos que
debe verificar
¿YE
0:rk &RYAx j=1 , (5.37)
además de
DR”DR’3 + =0 i,ji,k,h-=1h 5k DR~ DR’3
1 n; a,Q= 1 m.
en donde hemos suprimido la composición con (2 al ser la aplicación curvatura
suprayectiva.
De la ecuación (5.38) se tiene
D2É
=0 i,htIl..
DR7TiDR],~ u;
por lo que la función £ tiene la forma il = A -1- R% . B para ciertas funcio-
nes A, E> que no dependen de la variable R],~. Esta condición para i. Ji y o
arbitrarios es sólo posible si il es un polinomio en las variables {R%}~$1”~
É=ZÁÓ¿1 <Yk~k~2 (5.39)
(2.
(5.38)
Ti
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en donde <t son entonces funciones de la base ¡VI. También de (5.38) se
tiene
DR%OR% =0 = 1 o.: ev = 1 ni.
esto es, en los índices i1 . i~, de la expresión (5.39) no se puede repetir
ninguno de ellos. Es decir, (5.39) se puede escribir como
ln/21
tI >3 NL ~kRIz2
be
siendo fi1 . . . k} cualquier subconjunto de fi n} de tamaño 2k. La
condición general (5.38) más la condición R~ = R~ implica que la expresión
polinómica verifica las condiciones de simetría
A’’ .i.h..¿ík —
Como las trasposiciones generan el grupo de permutaciones. se puede asegu-
rar entonces que
(5.41)
para cualquier permutación r E Sn- La expresión (5.40) se puede escribir
por tanto como
rn/21
~ ti’ ‘1 2k
A ~2k ~
C ‘2 A,
Se comprueba directamente que con la notacion introducida en §5.4.2
in/2>
k=O
siendo 24- E An-X(M) O 5k(~*) de la forma
~~iIOl-jj ¿9 024 tI L ~ A. A - o /3<” VV B%
120
u
e,
a
O
e,
o
(5.40)
o
o
a-
u,
me
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-r 2k— 2k-)
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siendo J~ = i1 + .. + in-. La in~riacia gauge de il implica que cada 24
es verdaderamente un elemento de AÁÑ 1(M) 0 (Sk(g*)§. En efecto, si
t1(r,g) = (¿e,exp(ÉB) . g) es el flujo del campo gauge B en la trivialización
local escogida, se tiene
In/2J
>324 = = Lo ~ = >1 ~ o (4taa,
k=O
es decir, 24, = 24, o (~)~ para todo le tI 1 k¿/2]. Si w
2 0 (u. A)~~ E
A2 PAl E) adE>, se tiene por tanto
O- (u,A)~) = 24(1/32 & (u, Adexp(#B)t)ad).
De la ecuación (5.29) se deduce la Ad-invariancia por elementos de la forma
exp B, E e g. Como el grupo de Lie es conexo, la imagen de la exponencial
genera todo el grupo y entonces 24 e A2kX(Al) E)
Re-sta únicamente comprobar la condición (5.31). Tenemos
LXA,L = d(A~j;4~ i a,~ A—19-—’>) ® E<” y . . . y
022k
A’ ‘2k
)
— <‘~~~>< dx” A (iaAA a’>) OB<” y.. y B%
¿9¿eis &‘i 022k
Si fijamos unos índices ji2 < <mmi, arbitrarios, el coeficiente del sumando
es
5~J2 Ox-
72k
St
en donde siempre que los índices 1, j2. . .jn- no estén ordenados creciente-
mente se pone — 2 (r)AX~%~2>«iík>, siendo r la permutación del
conjunto {l. ji2 . . . 524 tal que r(l) < ~(j2) < . < TUn-) (véase la ecuación
(5.41)). Entonces LxA,’> = O si y sólo si cada expresión de la forma (5.42) es
idénticamente cero.
Por otra parte. la condición (5.37), junto con la expresión de (5.40) de É,
es
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YÉ
¿9x1DR5~,
jn/2J D(Aai a~, 3 <1<2
=>jj <<--<2k
037
le D(A<¿Útk) R~2-
ktdJ
e,
DR3~
O
e,
en donde se ha tenido en cuenta la condición (5.41). Esta expresión es cero
si y sólo si
E ______ = 0.
para cualquier elección de índices a, ev
2 . . . ctk = 1 - ni y y 23. . . , =
1, Esta condición es equivalente a que (5.42) se anule.
ANEXO. Sea
c.cj.d.
1<’ = cLcI1,A~’A~A< DÉ_a o(2,
jh
Tenemos que ver que A = 0. ev = 1,... , -ni.
Jacobi del álgebra (le Lie g, se tiene
-9 4 - .7 4+ c~4c,4< -±- c>19c<,< = 0,
a
atIl tu.
u,
En efecto, por la identidad de
e,
Así,
-Ii =—(cj~4~< c~ec~<)A~’A~A?§ DR~’ ¿9 o(2+ 1k
0
2É D2É
— e «~44~~4 ~ DR?h o(2
D2É ¿fiÉ
— —c$
3c§AQA’ t o (2 — 6 9 4< 4~ ~-V’ o (2.
- ‘<~ DR~DH% <3 >7/0 h~ k~ i 6RK DI§
donde en el último paso se han cambiado algunos índices mudos de sumacion.
Teniendo en cuenta que R~k = — R7h y la igualdad (5.34), se tiene
A = e’ cQA~~A<4V DRI.DR(% ~
32-e
—¿e’3 A;A~4e o§2=—2L=.
</3 UfL DR~1DR% O
Esto implica que t = 9, ~ 1. . . . .m.
me
e,
-a
o
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5.4.4 Lagrangianas definidas por formas gange rnva-
riantes
Proposición 5.4.2 Sea u una forma de volumen en un espacio vectorial V
de dimensión a- Entonces la aplicación lineal i : Ah y —> An~Ax V’ determi-
nada por la condición
i(X¡ A . A Xk) = . . .
A’1 E V. i = 1 le. es un isomorfismo.
DEMOSTRACIÓN. Sea {Eí,. .. /3,4 una base de V talque’> = /31 A A
E” siendo fE’ - £4 la base dual. Como los espacios vectoriales A” V
y AY>Ax 1/* tienen la misma dimensión basta comprobar que la aplicación
es suprayectiva. Por linealidad es suficiente encontrar la antiimagen de
elementos w E AnK ~* de expresion
w = E” A A E’~—~
para cualquier elección de índices i1 < ... < i,>,,. Si 91 <2 < 5k es el
conjuntg complementario de i1 < ... < i,~ dentro del conjunto fi
es directo comprobar que i(X) = w con
X = (~~1)i1±+ik+kE1,A A E
c.q.d.
Teorema 5.4.3 Sea ir : E> —> ¡Vi un fibrado principal de grupo estructural
un grupo de Lic conexo (7 sobre una variedad onientable M de dimensión
u. Lo~s densidades lagrangianas gauge invariantes varíacionalmente triviales
en 1
1(O(E>)) son todas de la forma Ae (véase la construcción en §5.23 de
densidades lagrangianas a partir de formas en 0(P)) siendo ~ una n-forma
gauge tnvar¿a-nte. en 0(P) cuya e-w~resíón es (cf. Teorema 4.3.1)
= Ñ’>I A
-siendo w
1 E (2(Ai) fo-rutas cerradas.
DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 5.4.1, cada densidad lagrangiana gauge
invariante y varíacionalmente trivial es de la forma
A tI >32~, o%v,
k’4>
ea
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a
siendo 24- c x2k-(M) O Jf’ tal que tXk’> = 0. Cada XL se puede expresar de
la forma O
XL=x¿®f’. X,EVk(M),f¿E í2.
e,
Sean w
1 = iv’>. De la condición LxA,’> = O se sigue que dw1 = 0, VI. Com-
probemos ahora que k = (.~íW o (2) y siendo t tI pto, A fÉ(%). Sin e,
pérdida de generalidad, supongamos que 1 = 1 e introduzcamos un sistema
de coordenadas en Kl tal que dV A A df’ =‘>. Sea
a
¿9 ¿9--
\ÑftI ~ AA Y’ “~B<” y...
ti K---</~ O
la expresión local de x O f. Tenemos
e,
AU4ar) = oi(p*w A f((2Q)) = (w A f((2r))x,
en donde hemos utilizado la identidad 4f(Q) = f((2r) (Proposición 4 2.5) —
De la definición de f((2r) (véase- la Definición 4.2.2), se tiene
a
w A f(%) =
wAdVíA...AdxflkAtí~Z
2k Y’ s(r)(2aí
<‘1 <‘A, ~ rt 1yir(2~ ¡<(2k— 1 a
Pero a-
wAdx-” AAdx32’<
t a a i’Adx”A . Ad&2k3?< .3M’> —
- ~< ‘2k -.
art 522k
por lo que en vista de la ecuación (5.30) se tiene finalmente que A~ (f~r) = a
(X~ o (2)(ji~ur) -
Recíprocamente, si ~<‘ = w
1 A f(%) con dw1 = 0, del isomorfismo de
a
la Proposición 5.4.2 para el espacio vectorial T1Kl, ¿e E Al. se deduce que
existen X~ E r(Kl) tales que i~’> = &¡¿ Entonces X = O f’ define una
densidad trivial gauge invariante al tener L~~1 1-’ = 0.
c.q.d.
e,Observación 5.4.1 Supongamos que ¡Vi es compacta. La trivialidad varia-
cional de las densidades de la forma 2% con = pk~1 A f1(Q), dw, = 0, se u,
O
a
u,
e,
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puede comprobar directamente. En efecto, si up : Kl —* 0(P) es una sección
arbitraria del fibrado de las conexiones asociada a una conexión 1’. se tiene
(jiu~)*A~ tI = &)1 A f’((2r).
Si Y’ es otra conexión, por la Proposición 4.2.3—jb), se tiene
fk(2r’) = f’(&2r) + dv1, Vl,
para ciertas formas y1 de Kl. Entonces
J(j1ar~YAc = jw¿ A fí(%) = jwi A P((2r) i- fwi A dv1.
El segundo miembro del último sumando es nulo por el teorema de Stokes
al ser w
1 A dt~» = (~i)~rado(w)d(~1 A u’). La independencia del funcional £
respecto la sección ar escogida, y por tanto la variacionalidad trivial del
problema, son manifiestas.
El Teorema 5.4.3 afirma sin emgargo que no hay más densidades triviales
qa-uge invariantes que las anteriormente estudiadas.
Observación 5.4.2 Las formas gauge pueden definir por tanto problemas
variacionales no triviales. Basta 1-omar una forma del tipo ~ =
con alguna dúh # O para que se dé el caso.
anr
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